
Ëåíèíãðàäñêàÿ îáëàñòü
Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï

2019-2020 ó÷.ãîä

10 êëàññ
Ðåøåíèÿ è îòâåòû

1. Íà øàõìàòíóþ äîñêó 8 × 8 âûêëàäûâàþò ôèøêè ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Ïåðâî-
íà÷àëüíî äîñêà ïóñòàÿ. Õîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà ëþáîå ñâîáîäíîå ïîëå ñòàâèòñÿ
ôèøêà. Ýòèì æå õîäîì ðîâíî îäíà èç ôèøåê, îêàçàâøèõñÿ ñ íåé íà ñîñåäíåì ïî-
ëå, ñíèìàåòñÿ ñ äîñêè (åñëè èìååòñÿ òàêàÿ ñîñåäíÿÿ ôèøêà). Êàêîå íàèáîëüøåå
êîëè÷åñòâî ôèøåê ìîæåò ðàñïîëîæèòüñÿ íà äîñêå, ñ ó÷åòîì óêàçàííîãî ïðàâèëà?
Ñîñåäíèìè ïîëÿìè ñ÷èòàþòñÿ áëèæàéøèå ïî ãîðèçîíòàëè, âåðòèêàëè è äèàãîíàëè.
Ðåøåíèå.

Óâåëè÷èòü ÷èñëî ôèøåê íà äîñêå íà îäíó ìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà íîâàÿ ôèø-
êà ñòàâèòñÿ íà ïîëíîñòüþ ñâîáîäíîå ïîëå, ò.å. íà ïîëå, âñå ñîñåäíèå ïîëÿ êîòîðîãî
ñâîáîäíû îò ôèøåê.
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Âûäåëèì îäèí ãîðèçîíòàëüíûé ðÿä A1-H1, ñì. ðèñ. Ìû ìîæåì çàïîëíèòü ýòîò ðÿä
ôèøêàìè ñëåâà íàïðàâî. Äëÿ ýòîãî áóäåì ðàññòàâëÿòü ôèøêè ïî î÷åðåäè, êàê ïîêà-
çàíî íà ðèñóíêå. Íîìåðà â êðóæî÷êàõ óêàçûâàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûñòàâëåíèÿ
ôèøåê. Ïåðå÷åðêíóòûé íîìåð îçíà÷àåò ñíÿòèå ôèøêè ïðè âûñòàâëåíèè ñîñåäíåé.
Ïðè çàïîëíåíèè íèæíåãî ðÿäà êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ ôèøêà ñíèìàåò ñ äîñêè ïðåäû-
äóùóþ, ïîýòîìó âûñòàâëåíèå ôèøêè ñ íå÷åòíûì íîìåðîì â ëèíèþ A1-H1 óäàëÿåò
ôèøêó ñ ïðåäûäóùèì ÷åòíûì íîìåðîì èç ðÿäà A2-H2. ×òîáû ïîñòàâèòü ôèøêó íà
ïîëå H1, ïîòðåáóåòñÿ ñíà÷àëà ïîñòàâèòü ôèøêó íîìåð 14 íà ïîëå H3, çàòåì ôèíêó
íîìåð 15 íà ïîëå H2, ñíÿâ ïðåäûäóùóþ. Îñòàåòñÿ ïîñòàâèòü ôèøêó íîìåð 16 íà
óãëîâîå ïîëå H1, ñíÿâ ôèøêó íîìåð 15 ñ äîñêè.
Äàëåå ìû ìîæåì àíàëîãè÷íûì ñïîñîáîì çàïîëíèòü âñå ãîðèçîíòàëüíûå ðÿäû äî
A6-H6. Ðÿäû A7-F7 è A8-F8 ïðèäåòñÿ çàïîëíÿòü èíà÷å, òàê êàê ñâåðõó íàä íèìè
íåäîñòàòî÷íî ñâîáîäíûõ ïîëåé. Ïîðÿäîê çàïîëíåíèÿ äâóõ âåðòèêàëüíûõ êëåòîê A7
è A8 ïîêàçàí íà âòîðîì ðèñóíêå. Äëÿ èõ çàïîëíåíèÿ íåîáõîäèìî äâàæäû íà÷àòü
ñ ïîëÿ C8. Ýòèì ñïîñîáîì ìû äîéäåì äî ïîëåé F7 è F8. Äàëüøå âïðàâî ïðîäâè-
íóòüñÿ íå ïîëó÷èòñÿ, ïîñêîëüêó íåò ñâîáîäíîãî ïîëÿ, êðîìå ïîëÿ H8. Ìû ìîæåì
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ïîñòàâèòü ôèøêó íà ýòî ïîëå, è, ïðè æåëàíèè çàïîëíèòü ïîëå G8, ñíÿâ ôèøêó ñ
ïîëÿ H8. Èòàê ìû ïîêàçàëè, êàê ìîæíî çàïîëíèòü äîñêó 61 ôèøêîé. Ñóùåñòâóþò
äðóãèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññòàíîâîê è äðóãèå èòîãîâûå ðàññòàíîâêè 61 ôèøêè.
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Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî 62 ôèøêè ðàññòàâèòü íåâîçìîæíî. Ïóñòü íà äîñêå ðàññòàâëå-
íà 61 ôèøêà. Òðè ñâîáîäíûõ ïîëÿ íå ïîçâîëÿþò âûäåëèòü èç íèõ îäíî, íå èìåþùåå
çàíÿòûõ ñîñåäíèõ ïîëåé. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñòîðîí ñâîáîäíîãî ïîëÿ, ê êîòîðûì
ìîæåò ïðèìûêàòü äðóãîå ñâîáîäíîå ïîëå - äâå, â óãëó äîñêè. Ïîýòîìó ìèíèìàëü-
íîå íåîáõîäèìîå ÷èñëî ñâîáîäíûõ ñîñåäåé - òðè, ñ ó÷åòîì äèàãîíàëüíîãî ñîñåäíåãî
ïîëÿ, ñì. ðèñóíîê.
Îòâåò. Ìîæíî ðàñïîëîæèòü íå áîëåå 61 ôèøêè.

2. f(x) è g(x) � êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû, ó êàæäîãî èç êîòîðûõ ñòàðøèé êîýôôèöèåíò
ðàâåí 1. Èçâåñòíî, ÷òî òðåõ÷ëåí h(x) = f(x) + g(x) èìååò äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ,
è êàæäûé èç ýòèõ êîðíåé ÿâëÿåòñÿ òàêæå êîðíåì óðàâíåíèÿ f(x) = g3(x) + g2(x).
Äîêàæèòå, ÷òî òðåõ÷ëåíû f(x) è g(x) ðàâíû.
Ðåøåíèå.

Ïóñòü x1 è x2 � êîðíè òðåõ÷ëåíà h(x). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f(x1) = −g(x1), f(x2) =
−g(x2). Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

g3(x1) + g2(x1) + g(x1) = 0

g(x1)(g
2(x1) + g(x1) + 1) = 0

Çàìåòèì, ÷òî íè ïðè êàêèõ çíà÷åíÿõ g(x1) âûðàæåíèå g
2(x1)+g(x1)+1 íå îáðàòèòñÿ

â 0 (åãî ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê òðåõ÷ëåí ñ îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì). Ïî-
ýòîìó ïðîèçâåäåíèå g(x1)(g

2(x1)+g(x1)+1) îáðàùàåòñÿ â íîëü òîëüêî ïðè g(x1) = 0.
Ïîýòîìó êîðåíü x1 � êîðåíü òðåõ÷ëåíà h(x) � îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì g(x), è,
ñëåäîâàòåëüíî, êîðíåì f(x). Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ âåðíû â îòíîøåíèè êîðíÿ
x2.
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Èòàê, êâàäðàòíûå òðåõ÷ëåíû f(x) è g(x) èìåþò ïî äâà êîðíÿ, è èõ êîðíè ñîâïàäà-
þò. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû ðàâíû 1, äåëàåì âûâîä, ÷òî òðåõ÷ëåíû
f(x) è g(x) ñîâïàäàþò. (Óòâåðæäåíèå î ñîâïàäåíèè òðåõ÷ëåíîâ ñ äâóìÿ îäèíàêî-
âûìè êîðíÿìè è îäèíàêîâûìè ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì èç
øêîëüíîãî êóðñà, òàê êàê f(x) = 1 · (x− x1)(x− x2) = g(x).)

3. Áèññåêòðèñû óãëîâ A è C òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêàþò îïèñàííóþ âîêðóã íåãî
îêðóæíîñòü â òî÷êàõ E è D ñîîòâåòñòâåííî. Îòðåçîê DE ïåðåñåêàåò ñòîðîíû AB
è BC ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ F è G. Ïóñòü I � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ òðå-
óãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê BFIG � ðîìá.
Ðåøåíèå.
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Äóãè BE è EC ðàâíû, òàê êàê íà íèõ îïèðàþòñÿ ðàâíûå óãëû ∠BAE è ∠EAC. Ïî-
ýòîìó ðàâíû óãëû ∠BDE è ∠EDC. Ïîëó÷èëè, ÷òî DE � áèññåêòðèñà óãëà ∠BDI.
Ïîýòîìó òî÷êè B è I ëåæàò íà ëó÷àõ DB è DI, ñèììåòðè÷íûõ äðóã äðóãó îòíîñè-
òåëüíî ïðÿìîé DE. Àíàëîãè÷íî, òî÷êè B è I ëåæàò íà ëó÷àõ EB è EI, ñèììåòðè÷-
íûõ äðóã äðóãó îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé DE. Ïîýòîìó òî÷êà B, êàê òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ëó÷åé DB è EB, ïðè îòðàæåíèè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé DE, ïåðåõîäèò â òî÷êó ïå-
ðåñå÷åíèÿ îáðàçîâ ýòèõ ëó÷åé, ò.å. â òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷åé DI è EI, ò.å. â òî÷êó
I. Èòàê, òî÷êè B è I ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé DE. Çíà÷èò, óãîë ∠BOE
� ïðÿìîé, è ðàâíû îòðåçêè BF = FI, BG = GI.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî òî÷êè F è G ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BI, òàê
êàê ëó÷ BI ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé óãëà FBG, è îòðåçîê FG ïåðïåíäèêóëÿðåí áèñ-
ñåêòðèñå (èíûìè ñëîâàìè, òðåóãîëüíèê FBG � ðàâíîáåäðåííûé, òàê êàê áèññåê-
òðèñà óãëà ∠GBG ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé). Ïîýòîìó âñå îòðåçêè ðàâíû ìåæäó ñîáîé:
BF = FI = BG = GI.

4. Â íåêîòîðîé ñòðàíå 47 ãîðîäîâ. Â êàæäîì ãîðîäå åñòü àâòîâîêçàë, èç êîòîðîãî õîäÿò
àâòîáóñû â äðóãèå ãîðîäà ñòðàíû è, âîçìîæíî, çà ãðàíèöó. Ïóòåøåñòâåííèê èçó÷èë
ðàñïèñàíèå è îïðåäåëèë äëÿ êàæäîãî ãîðîäà ÷èñëî âíóòðåííèõ àâòîáóñíûõ ëèíèé,
âûõîäÿùèõ èç íåãî. Îêàçàëîñü, ÷òî åñëè íå ðàññìàòðèâàòü ãîðîä Îçåðíûé, òî äëÿ
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êàæîãî èç îñòàëüíûõ 46 ãîðîäîâ ÷èñëî âíóòðåííèõ ëèíèé, âûõîäÿùèõ èç íåãî, îò-
ëè÷àåòñÿ îò ÷èñëà ëèíèé, âûõîäÿùèõ èç äðóãèõ ãîðîäîâ. Íàéäèòå, ñî ñêîëüêèìè
ãîðîäàìè ñòðàíû èìååò ïðÿìîå àâòîáóñíîå ñîîáùåíèå ãîðîä Îçåðíûé.
×èñëî âíóòðåííèõ àâòîáóñíûõ ëèíèé äëÿ äàííîãî ãîðîäà � ýòî ÷èñëî ãîðîäîâ ñâî-

åé ñòðàíû, â êîòîðûå ìîæíî äîåõàòü èç äàííîãî ãîðîäà íà ïðÿìîì àâòîáóñå, áåç

ïåðåñàäîê. Ëèíèè ñèììåòðè÷íû: åñëè èç ãîðîäà A ìîæíî äîåõàòü äî ãîðîäà B, òî

è èç ãîðîäà B ìîæíî äîåõàòü äî ãîðîäà A.

Ðåøåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî âíåøíèå ëèíèèè íå ó÷èòûâàþòñÿ â ýòîé çàäà÷å.
Âñåãî ñóùåñòâóåò 47 âàðèàíòîâ ÷èñëà âíóòðåííèõ ëèíèé � îò 0 äî 46. Çàìåòèì, ÷òî
ñóùåñòâîâàíèå ãîðîäà ñ 46 ëèíèÿìè èñêëþ÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ãîðîäà ñ 0 ëèíèÿìè
è íàîáîðîò.
Ïóñòü èìååòñÿ ãîðîä ñ 46 ëèíèÿìè. Òîãäà íàèìåíüøåå ÷èñëî ëèíèé, âûõîäÿùèõ èç
îäíîãî ãîðîäà - îäíà, è âñå ÷èñëà îò 1 äî 46 âñòðå÷àþòñÿ áåç ïðîïóñêîâ (ãîðîäîâ áåç
ó÷åòà ãîðîäà Îçåðíûé � 46). Ãîðîä, èç êîòîðîãî õîäèò îäèí àâòîáóñ, íå ìîæåò áûòü
ñâÿçàí ñ ãîðîäîì Îçåðíûé, òàê êàê åãî åäèíñòâåííàÿ ëèíèÿ äîëæíà ïðèâîäèòü â
ãîäîä ñ 46 ëèíèÿìè (èíà÷å òîìó íå íàéäåòñÿ 46-é ïàðû). Ìû îðãàíèçîâàëè ïàðó
1-46. Òàêæå ðàññìîòðèì ãîðîä ñ 45 ëèíèÿìè. Ïîñòàâèì åìó â ñîîòâåòñòâèå ãîðîä
ñ äâóìÿ ëèíèÿìè. Çàìåòèì, ÷òî ãîðîä ñ äâóìÿ ëèíèÿìè íå ìîæåò áûòü ñâÿçàí ñ
Îçåðíûì. Ðàññóæäàÿ òàê æå äàëüøå, ìû îðãàíèçóåì ïàðû 3-44, 4-43 è ò.ä, äî ïàðû
23-24. Ãîðîä ñ ìåíüøèì ÷èñëîì ëèíèé â êàæäîé ïàðå íå ñâÿçàí ñ ãîðîäîì Îçåðíûé.
Çàìåòèì, ÷òî ãîðîä Îçåðíûé íå âõîäèò â ýòè ïàðû, òàê êàê äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
áîëüøåãî ÷èñëà ëèíèé â êàæäîé ïàðå íåîáõîäèìà ñâÿçü ñ ãîðîäîì Îçåðíûé. Èòàê,
âñå ãîðîäà ðàçáèòû íà ïàðû, êàæäîå ÷èñëî ëèíèé îò 1 äî 46 âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî îäèí
ðàç. Ïîñêîëüêó â êàæäîé ïàðå ðîâíî îäèí ãîðîä ñâÿçàí ñ Îçåðíûì, òî ãîðîä Îçåð-
íûé ñâÿçàí ñ 23 ãîðîäàìè, ïî ÷èñëó ïàð.
Ïóñòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ëèíèé - 45. Çíà÷èò, èìååòñÿ ãîðîä ñ 0 ëèíèÿìè (èç íåãî
àâòîáóñû õîäÿò òîëüêî çà ãðàíèöó), è âñå ÷èñëà îò 0 äî 45 âñòðå÷àþòñÿ áåç ïðîïóñ-
êîâ (ãîðîäîâ áåç ó÷åòà ãîðîäà Îçåðíûé � 46). Ñíîâà ñîñòàâèì ïàðû 0-45, 1-44 è ò.ä.
äî 22-23. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, â ïàðå 0-45 ïåðâûé ãîðîä íå ñâÿçàí ñ
Îçåðíûì, à âòîðîé - ñâÿçàí (èíà÷å èç íåãî íå ïîëó÷èòü 45 ëèíèé). Â ïàðå 1-44 ãîðîä
ñ îäíîé ëèíèåé íå ñâÿçàí ñ Îçåðíûì (åãî ñâÿçü çàíÿòà íà ëèíèþ â ãîðîä ñ 44 ëèíè-
ÿìè), à ãîðîä ñ 44 ëèíèÿìè ñâÿçàí ñ Îçåðíûì, ÷òîáû íàáðàòü íóæíîå ÷èñëî ëèíèé.
Äàëåå, â ïàðå 2-43 ãîðîä ñ äâóìÿ ëèíèÿìè íå ñâÿçàí ñ Îçåðíûì (åãî ñâÿçü çàíÿòà íà
ëèíèè â ãîðîäà ñ 44 è 43 ëèíèÿìè), à ãîðîä ñ 43 ëèíèÿìè ñâÿçàí ñ Îçåðíûì, ÷òîáû
íàáðàòü íóæíîå ÷èñëî ëèíèé. Ïîëó÷èëè 23 ïàðû. Ãîðîä Îçåðíûé ñâÿçàí ðîâíî ñ
îäíèì ãîðîäîì â êàæäîé ïàðå, ïîýòîìó îí ñâÿçàí ñ 23 ãîðîäàìè.
Îòâåò. Îçåðíûé ñâÿçàí ñ 23 ãîðîäàìè.

5. Íàéäèòå âñå òàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n ≥ 2, ÷òî 20n + 19n äåëèòñÿ íà
20n−2 + 19n−2.
Ðåøåíèå.

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå

20n + 19n − 192 · (20n−2 + 19n−2)

Ïî óñëîâèþ, îíî äåëèòñÿ íà 20n−2 + 19n−2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

20n + 19n − 192 · (20n−2 + 19n−2) = 20n−2(202 − 192) = 20n−2 · 39
Çàìåòèì, ÷òî 20n−2 è 20n−2 + 19n−2 âçàèìíî ïðîñòû, ò.ê. íè îäèí ïðîñòîé äåëèòåëü
20n−2 íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì 19n−2, è âûðàæåíèÿ 20n−2 è 20n−2 + 19n−2 íå èìåþò
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îáùèõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé. Ïîýòîìó â ïðîèçâåäåíèè 20n−2 · 39 òîëüêî âòîðîé ìíî-
æèòåëü ìîæåò äåëèòüñÿ íà 20n−2 + 19n−2. Ïðè n − 2 > 1 âûðàæåíèå 20n−2 + 19n−2

ïðåâîñõîäèò 39, ïîýòîìó íå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ åãî äåëèòåëåì. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ïîä-
ñòàíîâêîé n = 2, 3.
Ïðè n = 2 200 +190 = 2, íå÷åòíîå ÷èñëî 202 +192 = 761 íå äåëèòñÿ íà 2. Ïðè n = 3
201 + 191 = 39, 203 + 193 = 39 · (202 − 20 · 19 + 192) äåëèòñÿ íà 201 + 191 = 39.
Îòâåò. n = 3.

12


