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1. Êàêîâà íàèáîëüøàÿ äëèíà àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
a1, a2, . . . , an ñ ðàçíîñòüþ 2, â êîòîðîé ïðè âñåõ k = 1, 2 . . . , n âñå ÷èñëà a2k + 1
ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè?
Ðåøåíèå.

Âñå ÷ëåíû ïðîãðåññèè äîëæíû áûòü ÷åòíûìè ÷èñëàìè. Ðàññìîòðèì îñòàòêè îò äåëå-
íèÿ íà 5. Ïîñêîëüêó ðàçíîñòü àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàâíà 2, òî â ïðîãðåññèè
áóäóò âñòðå÷àòüñÿ âñå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà 5, â ïîðÿäêå
. . . 2, 4, 1, 3, 0, 2, 4, 1, 3, 0, . . .. Çíà÷èò, ñðåäè ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè âñòðåòÿòñÿ ÷èñëà âèäà
ak = 5t + 2 è ak = 5t + 3 (t � íàòóðàëüíîå). Äëÿ ýòèõ ÷èñåë âû÷èñëÿåì a2k + 1 =
25t2+20t+5 è a2k +1 = 25t2+30t+10. Ïîëó÷èëè, ÷òî óêàçàííûå ÷ëåíû ïðîãðåññèè
ak = 5t + 2 è ak = 5t + 3 äàþò âûðàæåíèÿ a2k + 1, êîòðûå äåëÿòñÿ íà 5 è íå ÿâëÿ-
þòñÿ ïðîñòûìè. Ìàêñèìàëüíî äëèííûé íàáîð ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè,
íå ñîäåðæàùèé ÷èñåë âèäà ak = 5t + 2 è ak = 5t + 3, ñîñòîèò èç äâóõ ÷èñåë. Ïî-
ýòîìó íóæíûõ íàì ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè, èäóùèõ ïîäðÿä, ìîæåò áûòü íå áîëåå äâóõ.
Åäèíñòâåííûé ñëó÷àé, êîãäà ìîæíî ïîëó÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç òðåõ ÷èñåë �
âêëþ÷èòü â a2k + 1 ÷èñëî 5. Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëà 2, 4, 6 îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ
ïðîãðåññèþ è äàþò ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ÷èñåë 5, 17, 37.
Îòâåò. n = 3.

2. Äàíû 2019 ìíîãî÷ëåíîâ 2018-é ñòåïåíè, íèêàêèå äâà èç êîòîðûõ íå èìåþò îáùèõ
êîðíåé. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé èç ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ èìååò îáùèé êîðåíü ñ ñóììîé
2018 îñòàëüíûõ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ýòèõ 2019 ìíîãî÷ëåíîâ ðàâíà íóëþ.
Ðåøåíèå.

Ïóñòü P1(x), P2(x), P3(x), . . . , P2019(x) � äàííûå ìíîãî÷ëåíû, H(x) = P1(x)+P2(x)+
P3(x) + . . .+ P2019(x) � èõ ñóììà. Îòìåòèì, ÷òî H(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå
2018. Ïóñòü x1 � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà P1(x), ýòîò êîðåíü íå ñîâïàäàåò ñ êîðíÿìè
äðóãèõ ìíîãî÷ëåíîâ P2(x), P3(x), . . . , P2019(x). Ïî óñëîâèþ, x1 � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà
P2(x) + P3(x) + . . .+ P2019(x), ò.å.

P1(x1) + (P2(x1) + P3(x1) + . . .+ P2019(x1)) = 0

Çíà÷èò, H(x1) = 0. Àíàëîãè÷íî âèäèì, ÷òî H(x2) = 0, H(x3) = 0, . . . , H(x2019) = 0,
ãäå x2, x3, . . . , x2019 � êîðíè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîãî÷ëåíîâ, è îíè íå ðàâíû ìåæäó
ñîáîé.
Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ìíîãî÷ëåí 2018-é ñòåïåíè (èëè ìåíüøåé) H(x) îáðàùàåòñÿ â íîëü
â 2019 ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ, ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ìíîãî÷ëåí òîæäåñòâåííî ðàâåí 0.

3. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå íàðèñîâàí âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê, òàê, ÷òî âñå åãî âåðøè-
íû íàõîäÿòñÿ â âåðøèíàõ êëåòîê, è íè îäíà èç åãî ñòîðîí íå èäåò ïî ãîðèçîíòàëè
èëè âåðòèêàëè. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà äëèí âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ ëèíèé ñåòêè,
çàêëþ÷åííûõ âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà, ðàâíà ñóììå äëèí ãîðèçîíòàëüíûõ îòðåçêîâ
ëèíèé ñåòêè, çàêëþ÷åííûõ âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà.
Ðåøåíèå.

13



Äîêàæåì, ÷òî ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíà ñóììå äëèí ãîðèçîíòàëüíûõ îòðåç-
êîâ ëèíèé ñåòêè, çàêëþ÷åííûõ âíóòðè ìíîãîóãîëüíèêà. Ïóñòü äëèíû ñîîòâåñòâóþ-
ùèõ ãîðèçîíòàëüíûõ îòðåçêîâ ðàâíû a1, a2, . . . , an−1, an. Ìíîãîóãîëüíèê ðàçáèâà-
åòñÿ ãîðèçîíòàëüíûìè îòðåçêàìè ñåòêè íà äâà òðåóãîëüíèêà è íà n − 1 òðàïåöèþ.
Âûñîòà êàæäîé òàêîé ôèãóðû ðàâíà 1 (ñòîðîíå êëåòêè). Ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ

S0 =
a1
2
è Sn =

an
2
. Ïëîùàäü îäíîé òðàïåöèè ðàâíà Si =

ai + ai+1

2
, i = 1, 2, . . . , n−1.

Ïëîùàäü âñåãî ìíîãîóãîëüíèêà

S = S0 + S1 + S2 + . . .+ Si + . . .+ Sn−1 + Sn =

=
a1
2

+
a1 + a2

2
+

a2 + a3
2

+ . . .+
ai + ai+1

2
+

ai+1 + ai+2

2
. . .+

an−1 + an
2

+
an
2

=

= a1 + a2 + . . .+ ai + . . .+ an

Àíàëîãè÷íî, ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíà ñóììå äëèí âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ
ëèíèé ñåòêè. Ýòî äîêàçûâàåòñÿ òàêèìè æå ðàññóæäåíèÿìè ïðî âåðòèêàëüíûå îò-
ðåçêè. Çíà÷èò, óêàçàííûå â óñëîâèè ñóììû ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

4. ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD îïèñàí âîêðóã îêðóæíîñòè ω. P, Q, R, S � òî÷êè êàñàíèÿ
ýòîé îêðóæíîñòè ñî ñòîðîíàìè AB, BC, CD, DA ñîîòâåòñòâåííî. Â òðåóãîëüíèêè
APS, BPQ, CQR, DRS âïèñàíû îêðóæíîñòè. Öåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé îáîçíà÷å-
íû X, Y, Z, V ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà XY ZV
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû.
Ðåøåíèå.
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Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê APS è òî÷êó X1 - ñåðåäèíó äóãè PS îêðóæíîñòè ω (íà
ðèñóíêå íå ïîêàçàíà, ìû ñåé÷àñ äîêàæåì, ÷òî îíà ñîâïàäåò ñ òî÷êîé X). Äîêà-
æåì, ÷òî òî÷êà X1 ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé X. Çàìåòèì, ÷òî óãîë ìåæäó õîðäîé X1P
è êàñàòåëüíîé AP ðàâåí âïèñàííîìó óãëó ∠PSX1, îïèðàþùåìóñÿ íà ýòó õîðäó.
Òàê êàê X1 � ñåðåäèíà äóãè PS, òî óãîë ∠PSX1 ðàâåí óãëó ∠SPX1. Ïîýòîìó ëó÷
PX1 � áèññåêòðèñà óãëà ∠APS. Òàê æå ïîëó÷àåì, ÷òî ëó÷ SX1 � áèññåêòðèñà óãëà
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∠ASP . Ïîýòîìó òî÷êà X1 � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà APS,
çíà÷èò, ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé X. Àíàëîãè÷íî, îñòàëüíûå öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíî-
ñòåé Y, Z, V ëåæàò íà ñåðåäèíàõ ñîîòâåòñòâóþùèõ äóã.
Ïóñòü äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà XY ZV ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Çàìåòèì, ÷òî
ñóììà äóã SP, PQ,QR,RS äàåò äëèíó îêðóæíîñòè, à ñóììà ïîëîâèíîê ýòèõ äóã
PX,PY,RZ,RV äàåò ïîëîâèíó äëèíû îóðóæíîñòè. Ïî èçâåñòíîìó ôàêòó, âåëè÷è-
íà óãëà ∠XOY ðàâíà ïîëóñóììå äóã XY è ZV , ò.å. ïîëîâèíå îò ïîëîâèíû óãëîâîé
âåëè÷èíû îêðóæíîñòè, ò.å 90◦.

5. Êàæäûé çðèòåëü ñïåêòàêëÿ, êóïèâøèé áèëåò â ïåðâûé ðÿä, çàíÿë îäíî èç ìåñò â
ïåðâîì ðÿäó. Îêàçàëîñü, ÷òî âñå ìåñòà â ïåðâîì ðÿäó çàíÿòû, íî êàæäûé çðèòåëü
ñèäèò íå íà ñâîåì ìåñòå. Áèëåòåð ìîæåò ïîìåíÿòü ìåñòàìè äâóõ ñîñåäåé, åñëè îáà
ñèäÿò íå íà ñâîèõ ìåñòàõ. Ñìîæåò ëè îí ðàññàäèòü âñåõ çðèòåëåé ïåðâîãî ðÿäà íà
ñâîè ìåñòà ïðè ëþáîé óêàçàííîé ïåðâîíà÷àëüíîé ðàññàäêå?
Ðåøåíèå.

Çàíóìåðóåì ìåñòà â ïåðâîì ðÿäó ñëåâà íàïðàâî îò 1 äî n, è çàíóìåðóåì çðèòåëåé
íîìåðàìè èõ ïðàâèëüíûõ ìåñò (íàïèñàííûìè íà áèëåòàõ). Áóäåì äâèãàòü çðèòåëÿ
ñ íîìåðîì N âïðàâî. Åñëè íàì óäàñòñÿ ïåðåñàäèòü çðèòåëÿ N íà ñâîå ìåñòî, òî
çàäà÷à áóäåò ðåøåíà, òàê êàê òåì æå ñïîñîáîì ìû ïîòîì ïåðåñàäèì çðèòåëÿ íîìåð
N − 1 íà ñâîå ìåñòî è ò.ä.
Ïåðåñàæèâàåì çðèòåëÿ N âïðàâî, ìåíÿÿ åãî ñ ñîñåäîì. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïðè óñëî-
âèè, ÷òî íà ìåñòå ñ íîìåðîì k+1 íå ñèäèò çðèòåëü K (ãäå-òî ñïðàâà îò íà÷àëüíîãî
ïîëîæåíèÿ N). Çàìåòèì, ÷òî òàêàÿ íåïîäõîäÿùàÿ íàì ðàññàäêà "ñòóïåíüêîé" ìî-
æåò áûòü äëèííåå, ÷åì â îäíî ìåñòî. Ïîêàæåì, êàê íåîáõîäèìî äåéñòâîâàòü â ýòîì
ñëó÷àå.
Èòàê, ïóñòü íà ìåñòå ñ íîìåðîì k + 1 ñèäèò çðèòåëü K, íà ìåñòå ñ íîìåðîì k + 2
ñèäèò çðèòåëü K + 1 è òàê äàëåå, äî ìåñòà ñ íîìåðîì k + j, íà êîòîðîì ñèäèò çðè-
òåëü K + J − 1, ïðè ýòîì äàëüøå "ñòóïåíüêà" íå ïðîäîëæàåòñÿ (J � ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíîå ÷èñëî äëÿ äàííîãî K). Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
Ïåðâûé ñëó÷àé, k + j < n, ò.å. "ñòóïåíüêà" íå äîõîäèò äî ïðàâîãî êðàÿ ðÿäà. Â
ýòîì ñëó÷àå ñïðàâà îò "ñòóïåíüêè" íà ìåñòå k + j + 1 ñèäèò çðèòåëü P , íîìåð êî-
òîðîãî íå ñîâïàäàåò ñî çðèòåëÿìè, îáðàçóþøèìè "ñòóïåíüêó" ò.å. P ̸= K + J, P ̸=
K + J − 1, . . . P ̸= K + 1. Ïîýòîìó çðèòåëÿ P ìîæíî ïåðåìåñòèòü íàëåâî äî òåõ
ïîð, ïîêà îí íå ïîìåíÿåòñÿ ìåñòàìè ñî çðèòåëåì N . Ïîñëå ýòîãî çðèòåëÿ N ìîæíî
ïåðåñàäèòü âïðàâî äî êîíöà ñòóïåíüêè, íà ìåñòî k + j + 1. Ïðè ýòîì âñå çðèòåëè
K, . . . ,K + J − 1 ñíà÷àëà ñäâèíóòñÿ íà îäíî ìåñòî âïðàâî, à çàòåì âåðíóòñÿ íà ñâîè
ìåñòà, à N è P ïîìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Èòàê, çðèòåëÿ N ìîæíî ïåðåñàäèòü ÷åðåç
"ñòóïåíüêó".
Âòîðîé ñëó÷àé, k + j = n, ò.å. "ñòóïåíüêà" äîõîäèò äî ïðàâîãî êðàÿ ðÿäà, è ñàìûì
ïðàâûì áóäåò çðèòåëü N − 1. Â ýòîì ñëó÷àå âñå çðèòåëè, íà÷èíàÿ ñ íîìåðà K, ðàñ-
ñàæèâàþòñÿ íà ñâîè ìåñòà, ïîïàðíî ìåíÿÿñü ìåñòàìè, âïëîòü äî çðèòåëÿ N .
Èòàê, äåéñòâóÿ ïî óêàçàííîìó ïðàâèëó, ìîæíî ðàññàäèòü âñåõ çðèòåëåé, íà÷èíàÿ ñ
íîìåðà N è äàëåå ïî óáûâàíèþ.
Îòâåò. Äà, áèëåòåð ñìîæåò ðàññàäèòü âñåõ çðèòåëåé.
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