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1. Áîëüøàÿ êàðóñåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôèãóðêè ñêàçî÷íûõ çâåðåé, äâèæóùèõñÿ ïî
êðóãó äðóã çà äðóãîì, íà êîòîðûõ ìîæíî êàòàòüñÿ. Ïî äåñÿòü ó÷åíèêîâ 6à, 6á, 6â
êëàññîâ è ïî ïÿòü ó÷åíèêîâ 7à è 7á êëàññîâ ðàçìåñòèëèñü íà êàðóñåëè, çàíÿâ âñå ìå-
ñòà. Îêàçàëîñü, ÷òî íèêàêèå äâà øåñòèêëàññíèêà èç ðàçíûõ êëàññîâ íå ñèäÿò äðóã
çà äðóãîì ïîäðÿä. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òðè øåñòèêëàññíèêà èç îäíîãî êëàññà,
ðàçìåñòèâøèåñÿ íà êàðóñåëè äðóã çà äðóãîì.
Ðåøåíèå.

Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî åñëè íàøëîñü ÷åòûðå è áîëåå øåñòèêëàññíèêà èç îäíîãî êëàñ-
ñà, ñèäÿùèõ äðóã çà äðóãîì, òî, òåì ñàìûì, íàøëîñü òðè òàêèõ øåñòèêëàññíèêà.
Ïóñòü íå íàøëîñü íè îäíîé óêàçàííîé òðîéêè øåñòèêëàññíèêîâ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
âñå øåñòèêëàññíèêè èç îäíîãî êëàññà ñèäÿò ïî îäíîìó è ïî äâà ïîäðÿä. Ïî óñëî-
âèþ çàäà÷è, òàêèå åäèíè÷íûå èëè ïàðíûå øåñòèêëàññíèêè ðàçäåëåíû ñåìèêëàññ-
íèêîì (èíà÷å äâà øåñòèêëàññíèêà èç ðàçíûõ êëàññîâ ñèäåëè áû äðóã çà äðóãîì).
Íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî ðàçäåëèòåëåé-ñåìèêëàññíèêîâ ïîòðåáóåòñÿ, åñëè âñå øåñòè-
êëàññíèêè ñèäÿò ïîñëåäîâàòåëüíî ïîïàðíî. Âñåãî ïàð áóäåò ïÿòíàäöàòü (ïî ïÿòü íà
êëàññ), è íà êðóãîâîé êàðóñåëè ïîòðåáóåòñÿ ïÿòíàäöàòü ðàçäåëèòåëåé. Íî ó íàñ âñå-
ãî äåñÿòü ñåìèêëàññíèêîâ, ïîýòîìó ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæèòåëü-
íîé ðàññàäêîé, è ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà òðîéêà øåñòèêëàññíèêîâ îäíîãî êëàññà,
ðàçìåñòèâøèõñÿ äðóã çà äðóãîì.

2. ABCD � òðàïåöèÿ ñ îñíîâàíèÿìè AD è BC, òàêàÿ, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü îêðóæ-
íîñòü ñ äèàìåòðîì BC, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ñåðåäèíû äèàãîíàëåé AC è BD, è êàñà-
þùóþñÿ AD. Íàéäèòå óãëû òðàïåöèè.
Ðåøåíèå.
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Ïåðâûé ñïîñîá. Ïóñòü òî÷êàM � ñåðåäèíà äèàãîíàëè AC, òî÷êà O � öåíòð îêðóæíî-
ñòè è ñåðåäèíà îñíîâàíèÿ BC. Â òðåóãîëüíèêå ABC îòðåçîê MO � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ,
ò.å. îí ïàðàëëåëåí áîêîâîé ñòîðîíå AB òðàïåöèè è ðàâåí ïîëîâèíå ýòîé ñòîðîíû.
Òàê êàê äëèíà MO ðàâíà ðàäèóñó r îêðóæíîñòè (òî÷êà M ïî óñëîâèþ ëåæèò íà
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îêðóæíîñòè), òî AB = 2r. Îïóñòèì âûñîòó BH èç òî÷êè B. Êàòåò BH âäâîå êî-
ðî÷å ãèïîòåíóçû AB, ñëåäîâàòåëüíî, óãîë BAD ðàâåí 30◦. Òîãäà óãîë ABC ðàâåí
150◦. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðî ñåðåäèíó äèàãîíàëè BD ïðèâîäÿò ê ðåçóëüòà-
òó ∠ADC = 30◦,∠DCB = 150◦.
Âòîðîé ñïîñîá. Çàìåòèì, ÷òî òðåóãîëüíèê BMC ïðÿìîóãîëüíûé, òàê êàê åãî âåð-
øèíà ëåæèò íà îêðóæíîñòè, à îñíîâàíèå � äèàìåòð. Ïîýòîìó BM � âûñîòà â òðå-
óãîëüíèêå ABC, à, òàê êàê ïî óñëîâèþ ýòîò îòðåçîê ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé, òî òðå-
óãîëüíèê ABC ðàâíîáåäðåííûé. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABH ãèïîòåíóçà
ðàâíà 2r, è êàòåò BH ðàâåí r. Ïîëó÷àåì, ÷òî óãîë BAD ðàâåí 30◦. Òîãäà óãîë ABC
ðàâåí 150◦. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðî ñåðåäèíó äèàãîíàëè BD ïðèâîäÿò ê ðå-
çóëüòàòó ∠ADC = 30◦,∠DCB = 150◦.
Îòâåò. 30◦, 150◦, 150◦, 30◦

3. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

n6 + 3n5 + 3n4 + 2n3 + 3n2 + 3n+ 1 = m3

ãäå m,n � öåëûå ÷èñëà.
Ðåøåíèå.

Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ

n6 + 3n5 + 3n4 + n3 + n3 + 3n2 + 3n+ 1 = m3

n3(n3 + 3n2 + 3n+ 1) + n3 + 3n2 + 3n+ 1 = m3

n3(n+ 1)3 + (n+ 1)3 = m3

(n3 + 1)(n+ 1)3 = m3

Ïðîèçâåäåíèå öåëûõ ÷èñåë ñëåâà ÿâëÿåòñÿ êóáîì m3, çíà÷èò, êàæäîå èç ýòèõ ÷è-
ñåë ÿâëÿåòñÿ êóáîì, èëè îäíî èç íèõ ðàâíî 0. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì, ÷òî äâà
ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, n3 è n3+1, ÿâëÿþòñÿ êóáàìè. Íî äâà ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ êóáàìè òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ýòî 0 è 1 èëè −1
è 0. Ïîëó÷àåì âàðèàíòû n = −1 èëè n = 0, ïðîâåðÿåì ïîäñòàíîâêîé, âû÷èñëÿåì
m è ñîñòàâëÿåì îòâåò. Âî âòîðîì ñëó÷àå, êîãäà îäèí èç ìíîæèòåëåé ñëåâà 0, ñíîâà
âîçâðàùàåìñÿ ê îòâåòó n = −1, m = 0.
Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî, ÷òî äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ êóáà � ýòî òîëüêî ÷èñëà 0 è 1
èëè −1 è 0. (Ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì ôàêòîì, â ðàáîòå ìîæíî íå äîêàçûâàòü).

a = x3,

b = y3,

a− b = 1,


a = x3,

b = y3,

x3 − y3 = 1,


a = x3,

b = y3,

(x− y)(x2 + xy + y2) = 1.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî x, y öåëûå ÷èñëà, ïîñëåäíåå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäå-
íèåì 1 · 1 èëè (−1) · (−1), îòêóäà ïîëó÷àåì x = 1, y = 0 èëè x = 0, y = −1.
Îòâåò. n = −1, m = 0 èëè n = 0, m = 1.

4. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n òàêîâî, ÷òî ÷èñëî n + 1 äåëèòñÿ íà 8. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà
âñåõ äåëèòåëåé ÷èñëà n, âêëþ÷àÿ 1 è ñàìî ÷èñëî, äåëèòñÿ íà 8.
Ðåøåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî n äàåò îñòàòîê 7 ïðè äåëåíèè íà 8. Ïóñòü n = ab. Ðàññìîòðèì
îñòàòêè îò äåëåíèÿ a è b íà 8 è ñîñòàâèì òàáëèöó ïðîèçâåäåíèÿ îñòàòêîâ (äðóãèìè
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ñëîâàìè, ðàññìîòðèì òàáëèöó ïðîèçâåäåíèé ab ïî ìîäóëþ 8).

0 1 2 3 4 5 6 7

0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 3 4 5 6 7
2 0 2 4 6 0 2 4 6
3 0 3 6 1 4 7 2 5
4 0 4 0 4 0 4 0 4
5 0 5 2 7 4 1 6 3
6 0 6 4 2 0 6 4 2
7 0 7 6 5 4 3 2 1

Èçó÷àåì òàáëèöó è íàõîäèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå, äàþùåå â îñòàòêå 7, ìîæíî ïîëó÷èòü
òîëüêî â ñëó÷àÿõ a = 8k + 1, b = 8l + 7; a = 8k + 3, b = 8l + 5; a = 8k + 5, b =
8l + 3; a = 8k + 7, b = 8l + 1 (k, l � íàòóðàëüíûå). Ïîýòîìó òå äåëèòåëè ÷èñëà n,
êîòîðûå îáðàçóþò ïàðû, äàþò â ñóììå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 8, ðàâíûé 0. Ýòî æå
âåðíî è â ñëó÷àå ïàðû a = 1, b = n. Îòñþäà ñóììà âñåõ äåëèòåëåé åñòü ñóììà âñåõ
ïàð äåëèòåëåé, à êàæäàÿ ïàðà äàåò ñóììó, äåëÿùóþñÿ íà 8.

5. Ïóñòü a, b, c � ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

a3

c3
+

b3

c3
+

3ab

c2
> 1

Ðåøåíèå.

Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî ê ðàâíîñèëüíîìó âèäó

a3 + b3 + 3abc > c3

Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò

a+ b > c > 0

Îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà óìíîæèì íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî (a2 − ab+ b2) (îíî ðàâíî
0 òîëüêî ïðè a = b = 0)

(a+ b)(a2 − ab+ b2) > c(a2 − ab+ b2)

Ïðèáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì íåðàâåíñòâà 3abc

(a+ b)(a2 − ab+ b2) + 3abc > c(a2 − ab+ b2) + 3abc

Ïðåîáðàçóåì
a3 + b3 + 3abc > c(a2 − ab+ b2 + 3ab)

a3 + b3 + 3abc > c(a+ b)2

Ó÷òåì, ÷òî
c(a+ b)2 > c3

Ïîëó÷àåì
a3 + b3 + 3abc > c(a+ b)2 > c3
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