
Всероссийская олимпиада школьников
II (муниципальный) этап

Математика
8 класс

Общее время выполнения работы – 4 астрономических часа.

Общие критерии оценки:
7 баллов ставится за полностью решенную задачу.
6-7 баллов ставится, если решение верное, но имеются небольшие недочеты.
5-6 баллов ставится, если решение в целом верное, но имеются существенные ошибки, не
влияющие на логику рассуждений.
4 балла ставится, если верно рассмотрен один из двух (более сложный) случай, или в задаче
типа «оценка+пример» верно получена оценка.
2-3 балла ставится, если получены вспомогательные утверждения, помогающие при решении
задачи.
1 балл ставится, если рассмотрены отдельные случаи при отсутствии решения.
0 баллов, ставится, если нет продвижений в решении.

Задание 1
Дима пишет подряд натуральные числа: 123456789101112… . На каких местах, считая от
начала, в первый раз будут стоять три цифры 5 подряд?
Количество баллов 7
Ответ: 100, 101, 102.
Решение
До того, как было записано число 50, цифра 5 встречалась только в разряде единиц, поэтому
даже двух пятерок подряд быть не могло. Три цифры 5 подряд в первый раз встретятся в
сочетании .. 5354555657 .. . Номера мест, на которых стоят эти три цифры 5, можно
вычислить, либо непосредственно выписав весь ряд, либо следующим образом: от 1 до 9 в
ряду стоят 9 цифр, а от 10 до 54 – 45 двузначных чисел, то есть 90 цифр. Всего до первой
нужной цифры 5 стоят 99 цифр. Таким образом, три цифры 5 стоят на 100, 101 и 102 местах.

За правильный ответ без обоснований ставится 1 балл.

Задание 2
Существует ли выпуклый 2009–угольник, у которого все углы выражаются целым числом
градусов?
Количество баллов 7
Ответ: не существует.
Решение
Предположим, что такой многоугольник существует. Каждый угол этого многоугольника не
превосходит 179°. Значит, сумма его углов не превосходит 2009179° = 359611°. С другой
стороны, известно, что сумма углов любого выпуклого 2009–угольника равна 2007180° =
361260° > 359611°. Полученное противоречие показывает, что такого многоугольника не
существует. Заметим, что приведенное рассуждение можно существенно упростить, если
воспользоваться тем, что сумма внешних углов любого выпуклого многоугольника равна
360°.

За правильный ответ без обоснований ставится 0 баллов.



Задание 3
На гипотенузе BC равнобедренного прямоугольного треугольника ABC отмечены две точки
E и D так, что BE = BA и CD = CA. Доказать, что  DAE = 45o.
Количество баллов 7
Решение
В равнобедренном треугольнике ABE BEA = 1/2 (180o – 45o) = 1350/2.
Аналогично CDA = 1350/2. Поэтому BEA + CDA = 135o.
Следовательно, DAE = 180o – 135o = 45o.

Задание 4
Пусть a, b и c - длины сторон произвольного треугольника. Докажите, что
a(b – c)2 + b(c – a)2 + c(a – b)2 + 4abc > a3 + b3 + c3.
Количество баллов 7
Решение
Так как c(a – b)2 + 4abc = c(a + b)2, то a(b – c)2 + b(c – a)2 + c(a – b)2 + 4abc – a3 – b3 – c3 =
a((b – c)2 – a2) + b((c – a)2 – b2) + c((a + b)2 – c2) =
(a + b – c)(a – b + c)( –a + b + c).
(Последнее равенство проверяется простым вычислением.) Все три сомножителя
положительны в силу неравенства треугольника.

Задание 5
Имеется семь стаканов с водой: первый стакан заполнен водой наполовину, второй – на
треть, третий – на четверть, четвертый – на одну пятую, пятый – на одну восьмую, шестой –
на одну девятую, и седьмой – на одну десятую. Разрешается переливать всю воду из одного
стакана в другой или переливать воду из одного стакана в другой до тех пор, пока он не
заполнится доверху. Может ли после нескольких переливаний какой-нибудь стакан
оказаться заполненным
а) на одну двенадцатую часть;
б) на одну шестую часть?
Количество баллов 7
Ответ: а) Да; б) нет.
Решение
а) Если вместимость стакана считать равной 1, то в первых трех стаканах в сумме 1 1/12
воды. Перельем в первый стакан всю воду из второго, а затем из третьего, пока первый не
заполнится. После этого в третьем стакане окажется 1/12.
б) Докажем индукцией по количеству переливаний, что количество воды в непустом стакане
после переливаний есть либо 1, либо дробная часть суммы некоторых из чисел 1/2, 1/3, 1/4,
1/5, 1/8, 1/9, 1/10, при этом в разных стаканах в суммах участвуют неповторяющиеся числа.
База индукции верна. Пусть в стаканах A и B количество воды равно a и b соответственно.
Если из стакана A в стакан B переливается вся вода, то новые количества составляют 0 и a+b,
а если стакан B наполняется из A доверху, то a+b–1 и 1. Теперь ясно, что утверждение



осталось истинным. Пусть 1/6=a1+...+ ak , где ai – некоторые из чисел 1/2, 1/3, 1/4, 1/5, 1/8,
1/9, 1/10. Покажем, что в этой сумме нет чисел 1/4, 1/5, 1/8, 1/9, 1/10. Действительно, легко
проверить, что если там присутствует хотя бы одно из чисел 1/5 или 1/10, одно из чисел 1/4
или 1/8, или число 1/9, то знаменатель получившейся дроби делится на 5, 4 или 9
соответственно. В то же время число 6 не делится ни на одно из этих чисел. Из чисел же 1/2
и 1/3 невозможно сложением получить число с дробной частью 1/6.

За правильный ответ без обоснования ставится 1 балл.


