
Всероссийская олимпиада школьников
II (муниципальный) этап

Математика
9 класс

Общее время выполнения работы – 4 астрономических часа.

Общие критерии оценки:
7 баллов ставится за полностью решенную задачу.
6-7 баллов ставится, если решение верное, но имеются небольшие недочеты.
5-6 баллов ставится, если решение в целом верное, но имеются существенные ошибки, не
влияющие на логику рассуждений.
4 балла ставится, если верно рассмотрен один из двух (более сложный) случай, или в задаче
типа «оценка+пример» верно получена оценка.
2-3 балла ставится, если получены вспомогательные утверждения, помогающие при решении
задачи.
1 балл ставится, если рассмотрены отдельные случаи при отсутствии решения.
0 баллов, ставится, если нет продвижений в решении.

Задание 1
Жук ползет по ребрам куба. Сможет ли он последовательно обойти все ребра, проходя по
каждому ребру ровно один раз?
Количество баллов 7
Ответ: не может.
Решение
Задумаемся над вопросом: сколько раз жук может побывать в каждой вершине? Жук входит
в вершину и выходит из нее, только одна вершина обладает свойством: жук может выйти,
войти и опять выйти из нее, т.е. только три ребра, выходящие из одной вершины жук может
пройти по одному разу. Мы же имеем восемь вершин, из которых выходит по три ребра.
За правильный ответ без обоснований ставится 0 баллов.

Задание 2
Назовём белыми числа вида:

2ba 
где a и b  целые, не равные нулю. Аналогично, назовём чёрными числа вида:

7dc 
где c и d  целые, не равные нулю. Может ли чёрное число равняться сумме нескольких
белых?
Количество баллов 7
Ответ: да.
Решение
Может, например:

7262323  .

Это равенство легко проверить возведением в квадрат. Как догадаться до такого равенства?
Будем искать черное число, равное сумме двух белых. Опыт работы с радикалами
подсказывает, что нужно брать сопряженные белые числа:

722 DCBABA  (*)

Возводя обе части равенства в квадрат, получим:



7222 22 DCBAA 
Итак, достаточно подобрать такие числа A и B, что A2 - 2B2 = 7, тогда можно взять
C = 2A, D = 2.
Замечание. Уравнение A2 - 2B2 = 7 имеет бесконечно много решений в целых числах.
Поэтому и уравнение (*) имеет бесконечно много решений. Это связано с тем, что уравнение
Пелля A2 - 2B2 = 1 имеет бесконечно много решений в целых числах.

За правильный ответ без обоснований ставится 0 баллов.

Задание 3
Докажите, что медианы AA1 и BB1 треугольника ABC перпендикулярны тогда и только тогда,
когда a2 + b2 = 5c2.
Количество баллов 7
Решение
Пусть M — точка пересечения медиан AA1 и BB1. Угол AMB прямой тогда и только тогда,
когда AM2 + BM2 = AB2, т.е. 4(ma2 + mb2)/9 = c2. Согласно формуле, связывающей медианы и
стороны (ma2 = (2b2 + 2c2 - a2)/4. Эта формула может быть получена с применением теоремы
Пифагора) ma2 + mb2 = (4c2 + a2 + b2)/4, откуда и следует требуемое равенство.

Задание 4
Докажите, что если для чисел a, b и c выполняются неравенства:
| a - b|| c|, | b - c|| a|, | c - a|| b|,
то одно из этих чисел равно сумме двух других.
Количество баллов 7
Решение
Возведем неравенство | a - b|| c| в квадрат и перенесем все члены в левую часть, получим
(a - b)2 - c2 0. Разложив левую часть на множители по формуле разности квадратов,
получим: (a - b - c)(a - b + c) 0, или, что то же самое, (a - b - c)(b - c - a) 0. Аналогично
получаем, что произведения (b - c - a)(c - a - b) и (c - a - b)(a - b - c) также неположительные.
Перемножая эти произведения находим, что (a - b - c)2(b - c - a)2(c - a - b)20.
Мы видим, что произведение неотрицательных чисел не превосходит 0, значит, одно из этих
чисел равно 0, откуда следует требуемое утверждение.

Задание 5
Квадрат 9*9 разбит на 81 единичную клетку. Некоторые клетки закрашены, причём
расстояние между центрами любых двух закрашенных клеток больше 2.
а) Приведите пример раскраски, при которой закрашенных клеток 17.
б) Докажите, что больше 17 закрашенных клеток быть не может.
Количество баллов 7
Ответ: а) Пример раскраски приведён на рисунке а.
Решение
б) Разобьём квадрат 9 x 9 на 9 квадратов 3 x 3. Легко заметить, что в квадрате 3 x 3 может
находиться не более двух закрашенных клеток. Поэтому в исходном квадрате может быть не
более 18 закрашенных клеток. Нам нужно улучшить полученную оценку, заменив 18 на 17.
Для этого предположим, что существует раскраска из 18 клеток, удовлетворяющая условию
задачи. Пронумеруем клетки квадрата координатами горизонтали  буквами от a до i, а
вертикали  цифрами от 1 до 9. Квадраты 3 x 3 обозначим греческими буквами от α до ι, как
на рисунке б. Каждый из девяти квадратов 3 x 3 содержит две закрашенные клетки. Заметим,
что из двух закрашенных клеток в квадрате 3 x 3 одна обязательно находится в углу. Без



ограничения общности можно считать, что закрашенная клетка в углу центрального квадрата
ε суть d4. Тогда в квадрате α должна быть закрашена одна из угловых клеток a1, c1 или a3.
Если закрашена клетка c1, в квадрате β невозможно закрасить две клетки, удовлетворяющих
условиям задачи. Аналогично, невозможно осуществить раскраску квадрата δ, если
предположить, что закрашена клетка a3. Будем поэтому считать, что закрашенной является
клетка a1. Второй закрашенной клеткой, без ограничения общности, будем считать c2. Тогда
клетки, закрашенные в квадратах β и γ, определяются однозначно  e1, f3 и h1, i3.
Аналогично, в квадратах ζ и ι закрашенными могут быть только клетки g5, i6, g8 и i9.
Вернёмся к центральному квадрату ε. Второй закрашенной клеткой в нём может быть только
e6. Тогда в квадрате θ невозможно закрасить две клетки, соблюдая условие задачи.
Полученное противоречие доказывает, что восемнадцати закрашенных клеток быть не
может.

Если приведен пример закраски, то ставится 2 балла.


