
Всероссийская олимпиада школьников
II (муниципальный) этап

Математика
7 класс

Общее время выполнения работы – 4 астрономических часа.

Общие критерии оценки:
7 баллов ставится за полностью решенную задачу.
6-7 баллов ставится, если решение верное, но имеются небольшие недочеты.
5-6 баллов ставится, если решение в целом верное, но имеются существенные ошибки, не
влияющие на логику рассуждений.
4 балла ставится, если верно рассмотрен один из двух (более сложный) случай, или в задаче
типа «оценка+пример» верно получена оценка.
2-3 балла ставится, если получены вспомогательные утверждения, помогающие при решении
задачи.
1 балл ставится, если рассмотрены отдельные случаи при отсутствии решения.
0 баллов, ставится, если нет продвижений в решении, даже если при этом дан верный ответ.

Задание 1
На столе лежат в ряд пять монет: средняя – вверх орлом, а остальные – вверх решкой.
Разрешается одновременно перевернуть три рядом лежащие монеты. Можно ли при помощи
нескольких таких переворачиваний все пять монет положить вверх орлом?
Количество баллов 7
Ответ
Да.
Решение
Это действительно можно сделать, причём довольно быстро. Перевернём первые три
монеты. Тогда первые две монеты будут лежать вверх орлом, а последние три – вверх
решкой. Теперь переворачиваем последние три монеты, и все пять монет лежат вверх орлом.

Задание 2
Найдите последнюю цифру числа 12 + 22 + ... + 992.
Количество баллов 7
Ответ
0
Решение
12 + 22 + ... + 992 = (02 + 12 + ... +92) + (102 + 112 + ... + 192) + … + (902 + 912 + … + 992)
Легко видеть, что у каждой суммы в скобках одна и та же последняя цифра, а поскольку их
10, то у всей суммы последняя цифра 0.

Задание 3
Найдите все несократимые положительные дроби, увеличивающиеся вдвое после
увеличения и числителя и знаменателя на 10.
Количество баллов 7
Ответ
2/5.
Решение
Составим уравнение 2a/b = (a + 10)/(b + 10), при этом a и b взаимно просты.



Преобразуем его:
2a(b + 10) = b(a + 10),
2ab + 20a = ab + 10b,
ab + 20a = 10b,
b(10 − a) = 20a.
Отсюда видно, что b является делителем 20 (по условию у b и a нет общих делителей.
Дальше действуем подбором – составим таблицу соответствующих друг другу значений
переменных.
B 1 2 4 5 10 20
A – – – 2 – 5
Случай a = 5, b = 20 не годится – есть общие делители. Подходит случай a = 2, b = 5.
Действительно, 2(2/5) = 4/5 = 12/15.

Задание 4
Докажите, что
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Количество баллов 7
Ответ
0
Решение
Преобразуем сумму
(1/2)–(1/3)+(1/4)–(1/5)+...+(1/98)–(1/99)+(1/100)=
=((1/2)–(1/3)+(1/4)–(1/5)) + ((1/6)–(1/7)) + ... + ((1/98)–(1/99)) + (1/100).
Если подсчитать значение первой скобки (четыре слагаемых), то получим 13/60 > 1/5, а
остальные слагаемые – положительные числа.

Задание 5
Легко разместить комплект кораблей для игры в "Морской бой" на доске 9×9. А на какой
наименьшей квадратной доске можно разместить этот комплект? (Напомним, что согласно
правилам корабли не должны соприкасаться даже углами, при этом кораблей размерами 14
– один, 13 – два, 12 – три и 11 – четыре.)

Количество баллов 7

Ответ
7×7



Решение
Пример расстановки кораблей на доске 7×7 изображен на рис. Остается доказать, что на
доске 6×6 корабли расставить нельзя.

Доказательство 1.
Будем считать не клетки, а узлы доски, занимаемые кораблями. Корабль 1×4 занимает
2·5=10 узлов, корабль 1×3 занимает 8 узлов, корабль 1×2 – 6 узлов, корабль 1×1 – 4 узла;
причем по правилам расстановки один узел не может принадлежать более чем одному
кораблю. Значит, все корабли занимают 10+2·8+3·6+4·4=60 узлов, и выставить их все на
доску с меньшим числом узлов невозможно. Но всего на доске 6×6 имеется
лишь(6+1)2=49<60 узлов.
Доказательство 2.
Ту же идею можно оформить иначе. А именно, заключим каждый корабль в прямоугольник,
увеличив его на полклетки в каждую сторону. Такие прямоугольники не могут пересекаться
и занимают всего 10+2·8+3·6+4·4=60 клеток. А если бы все корабли можно было разместить
на доске 6×6, то все соответствующие прямоугольники располагались бы на доске 7×7, на
которой имеется лишь 49<60 клеток. (Отметим, что каждая клетка этой новой доски
содержит ровно один узел старой – поэтому вычисление и получается точно таким же, как в
первом доказательстве.)
Доказательство 3.
Разрежем доску 6×6 на 9 квадратов 2×2. Каждый такой квадрат при расстановке по правилам
может содержать клетки только одного корабля. Но всего кораблей 10, поэтому их на такой
доске разместить нельзя. (Отметим, что это рассуждение доказывает, что на доску 6×6 все 10
кораблей нельзя было бы поставить, даже если все они имели бы размеры 1×1.)


