
Всероссийская олимпиада школьников 2011г
II (муниципальный) этап

Математика
11 класс

Общее время выполнения работы – 4 астрономических часа.

Общие критерии оценки:
7 баллов ставится за полностью решенную задачу.
6-7 баллов ставится, если решение верное, но имеются небольшие недочеты.
5-6 баллов ставится, если решение в целом верное, но имеются существенные ошибки, не
влияющие на логику рассуждений.
4 балла ставится, если верно рассмотрен один из двух (более сложный) случай, или в задаче
типа «оценка+пример» верно получена оценка.
2-3 балла ставится, если получены вспомогательные утверждения, помогающие при решении
задачи.
1 балл ставится, если рассмотрены отдельные случаи при отсутствии решения.
0 баллов, ставится, если нет продвижений в решении, даже если при этом дан верный ответ.
Решение школьника не обязано совпадать с предложенными, тогда оно оценивается также в
соответствии указанной выше схемой оценок.

Задание 1
Докажите равенство: ctg 30o + ctg 75o = 2.
Количество баллов 7
Решение
Рассмотрим равнобедренный треугольник с углом 30o (ABD) при вершине.

Проведем высоту AC. Тогда
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Но AC = ½ AB = ½ BD, откуда и следует утверждение задачи.

Задание 2
Про действительные числа a,b,c известно, что (a+b+c)c<0. Докажите, что b2–4ac>0.
Количество баллов 7
Решение
Рассмотрим квадратный трехчлен f(x)=x2+bx+ac. Из условия следует, что
f(c)=c2+bc+ac=(a+b+c)c<0, т.е. в точке x=c функция f(x) принимает отрицательное значение.
Так как коэффициент при x2 положителен, то дискриминант данного квадратного трехчлена
положителен (иначе бы трехчлен f(x) принимал бы только неотрицательные значения). А это
и означает, что b2–ac>0. Неотрицательность дискриминанта также ясна и из графика:
парабола с ветвями вверх, проходящая через точку с отрицательной ординатой, обязана
пересечь ось абсцисс.



Задание 3
Пусть f(x)=x2+12x+30. Решите уравнение: f(f(f(f(f(x)))))=0.
Количество баллов 7
Ответ

32 66 x
Решение
Заметим, что f(x)=(x+6)2–6.
Отсюда видно, что f(f(f(f(f(x))))) = (x+6)32-6.
Осталось выписать ответ:

32 66 x .

Задание 4
Все натуральные числа поделены на хорошие и плохие. Известно, что если число A хорошее,
то и число A + 6 тоже хорошее, а если число B плохое, то и число B + 15 тоже плохое. Может
ли среди первых 2000 чисел быть ровно 1000 хороших?
Количество баллов 7
Ответ
нет, не может.
Решение
Докажем, что числа C и C + 3 являются одновременно либо хорошими, либо плохими при
любом значении C. Предположим для этого, что число C – хорошее, а C + 3 – плохое. Тогда с
одной стороны, число C + 18 = (C + 3) + 15 должно быть хорошим, а с другой стороны, это
же число C + 18 = ((C + 6) + 6) + 6 должно быть плохим. Если же предположить, что число C
– плохое, а C + 3 – хорошее, то число C + 15 = ((C + 3) + 6) + 6 должно быть одновременно и
плохим и хорошим. Полученное в обоих случаях противоречие доказывает, что числа C и C
+ 3 всегда принадлежат одному классу. Из этого следует, что любой класс (то есть
множество) чисел, дающих один и тот же остаток при делении на 3 является либо целиком
хорошим, либо целиком плохим. Среди первых 2000 чисел каждый такой класс содержит 666
или 667 чисел. Любой класс содержит меньше 1000 чисел, а любые два класса – больше 1000
чисел. Поэтому ровно 1000 хороших чисел быть не может.

Задание 5
Существует ли многогранник, у которого нет трех граней с одинаковым числом сторон?
Количество баллов 7
Ответ
да, существует.
Решение
Будем искать многогранник с наименьшим числом граней. Из двух треугольников и двух
квадратов нельзя составить многогранник.
Шестигранник с двумя треугольными, двумя
четырехугольными и двумя пятиугольными гранями сделать
можно: расположим два пятиугольника с общим ребром в
виде открытой ракушки, а щель заполним двумя
треугольниками (по краям) и двумя четырехугольниками
(смотри рисунок).Такой многогранник получится, если у
тетраэдра срезать две соседние вершины. Другое решение –
срезать две соседние вершины у куба.


