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1. Скорость вращения Земли вокруг своей оси можно измерять числом
полных оборотов в год. При этом следует учитывать направление
вращения. Будем считать, что направление вращения, совпадающее с
направлением вращения вокруг Солнца положительно, а обратное ему
– отрицательно.  В такой интерпретации число суток в году,
рассчитанное со знаком, зависит от скорости вращения Земли вокруг
оси как линейная функция. Если бы Земля, вращаясь вокруг Солнца,
совсем не вращалась вокруг своей оси, то Солнце в системе координат,
связанной с Землёй, делало бы в год также ровно один оборот вокруг
Земли, но в направлении с запада на восток. То есть, число суток в году
уменьшилось бы на 366,25 и составило бы –1 сутки. Изменив скорость
вращения ещё на такую же величину, мы ещё раз уменьшим число
суток на 366,25. Получится –367,25. Знак минус означает, что в течение
суток Солнце вращается с запада на восток. Абсолютная величина
числа суток в году в этом случае равна 367,25.

Ответ: 367,25.

2. Разложив правую часть на множители, получим

2y = (1+x)(1+x2).

Поскольку левая часть строго положительна, x ≥ 0.
Решения (0; 0) и (1; 2) очевидны. Покажем, что других решений нет.
Правая часть – произведение двух натуральных чисел, левая – степень
двойки. Значит каждый из сомножителей в правой части – степень
двойки.  При x > 0 каждое из них чётно. Значит x нечётно. Нечётное
число, возведённое в квадрат при делении на 4 даёт в остатке 1.
Следовательно, при некотором целом k ≥ 0 выполняется равенство
1 + x2 = 4k +2 = 2(2k+1).

Правая часть может быть степенью двойки только при k = 0

Ответ: (0; 0), (1, 2).
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3. Возможны два случая взаимного расположения окружностей. В одном
случае все три окружности касаются друг друга внешним образом (рис.
1), в другом две окружности касаются между собой внешним образом и
касаются третьей изнутри (рис. 2). На рисунках окружности k1, k2 и k3

имеют центры соответственно в точках О1, О2 и О3. Второй случай
разбивается на два подслучая: точка касания k1 и k2 может быть точкой
внешнего или внутреннего касания. Рисунок 2 соответствует второму
подслучаю. Дальнейшее решение можно провести с применением
гомотетии, или рассматривая треугольники. Первый способ позволяет
не заботиться о разных случаях расположения окружностей.

Рис. 1
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Рис.2

1 способ. Рассмотрим композицию трёх гомотетий H1, H2 и H3.
Гомотетия H1 с центром в точке M касания окружностей k1 и k2

переводит k1 в k2; гомотетия H2 с центром в точке P касания k2 и k3

переводит k2 в k3, и гомотетия с центром в точке N касания k3 и k1

переводит k3 в k1. В любом допустимом случае композиция H3H2H1

является центральной симметрией с центром в точке O1 – центре k1.
При этом точка A переходит при гомотетии H1 в точку P касания k2 и
k3, затем остаётся неподвижной, и на третьем шаге переходит в B. То
есть точки A и B симметричны относительно O1.

2 способ. Треугольник O1MA подобен треугольнику O2MP
(равнобедренные треугольники с равными углами при основании). Из
равенства углов MO1A=MO2P следует параллельность отрезков
O1A || O2P. При этом лучи [O1A) и [O2P) противоположно направлены в
случае внешнего касания окружностей k1 и k2, или сонаправлены в
случае их внутреннего касания. Аналогично, из подобия треугольников
O1NB и O3NP следует параллельность отрезков O1B || O3P.  Лучи [O2P)
и [O3P) либо сонаправлены, либо один из них является частью второго.
Отсюда параллельность отрезков [O1A] || [O1B]. В любой из возможных
конфигураций для попарного касания окружностей несложно
убедиться, что лучи  [O1A) и [O1B) противонаправлены. Отсюда
утверждение задачи.
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4. Рассмотрим двух мух, сидящих в вершинах на диагонали куба. Любая
из оставшихся шести мух дополняет эту пару так, что три мухи сидят в
трёх вершинах прямоугольного треугольника, причём все шесть таких
возможных треугольников равны друг другу. Если выбранные две мухи
после посадки окажутся снова на диагонали, то в качестве искомой
тройки можно выбрать произвольную тройку, содержащую это пару. В
противном случае следует выбрать третьей ту муху, которая после
посадки оказалась по диагонали напротив первой из двух выбранных
мух.

5. Если m = n, то можно взять x = 1/(2m). Пусть m < n. Если m = 1 и n = 2,
то можно взять x = 1/3. Далее достаточно рассматривать случай, когда
m и n – взаимно простые числа. Если m и n не взаимно просты, то
поделив их на их наибольший общий делитель, мы сведём задачу к
случаю взаимно простых чисел, после чего, поделив найденное
значение x на НОД(m, n) получим решение задачи в общем случае.

Пусть 1 ≤ m < n, n ≥ 3 и числа m и n взаимно просты. В этом случае
существуют такие целые числа p и q, что pm + qn = 1. Числа m/(2n),
(m+2)/(2n), …, (m+2n)/(2n) разбивают на n равных частей числовой
отрезок [m/(2n), (m+2n)/2n] длины 1, содержащий внутри себя число ½,.
Каждая часть имеет длину 1/n. Выберем точку деления, ближайшую к
числу ½. Пусть такая точка – это число (m+2k)/(2n). Тогда модуль
разности |½ – (m + 2k)/(2n)| не превосходит 1/(2n) ≤ 1/6. Обозначим
p’=kp и q’ = kq. Тогда

p’m+q’n = k;

p’m = k – q’n;

{(p’m)/n} = k/n.

Для

x = p’/n + 1/(2n)

получаем

{nx} = ½

и

{mx} = {(2p’m+m)/(2n)} = {(2k+m)/(2n)}  [1/3, 2/3].
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Требуемое число x найдено.

Геометрическая интерпретация решения. В системе координат (u,v)
построим график функции u = (m/n)v с областью задания u ≤ n. Это
отрезок прямой с угловым коэффициентом m/n, соединяющий точки
(0,0) и (m, n).

Для каждого единичного квадрата координатной сетки, имеющего
непустое пересечение с графиком, выполним его параллельный
перенос так, чтобы левый нижний угол квадрата совместился с началом
координат. Тогда единичный квадрат 0 ≤ u, v ≤ 1 разобьётся образами
кусков графика на полосы со сторонами, параллельными графику. При
таком разбиении существует точка, принадлежащая линиям разбиения,
и удалённая от центра единичного квадрата как по оси u, так и по оси v,
не более чем на 1/6. В качестве числа x выбирается абсцисса прообраза
такой точки, поделённая на n.


