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Решения

1. Фразу «Я – лжец» мог сказать только хитрец, причём рядом с таким хитрецом
обязательно должен быть хотя бы один лжец. Каждый лжец стоит рядом не более
чем с двумя хитрецами. Поэтому общее количество лжецов не меньше 50, а общее
количество хитрецов – не больше 150.

Покажем, что возможна ситуация, когда число хитрецов равно 150. Для этого
разобьём 200 мест по кругу на 50 секторов по 4 места  в каждом секторе и поставим
в каждый сектор четырёх человек по порядку: сначала трёх хитрецов, а потом
одного лжеца. При такой расстановке будет ровно 50 лжецов и 50 хитрецов,
стоящих между двумя хитрецами. Каждый из них скажет: «Я – хитрец».
Оставшиеся 100 хитрецов могут произнести любой из двух вариантов. Например,
все такие хитрецы могут солгать, сказав: «Я – лжец».

Ответ: 150.

2. Угол AB1O – внешний угол треугольника OB1B2, поэтому

OBBOABOBB 21121  .

B1O – биссектриса угла AB1C1, а B2O – биссектриса угла AB2C2. поэтому

 221121 2
1

CABCABOBB  .
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Пусть отрезки B1C1 и B2C2 пересекаются в точке D. Тогда из треугольника B1DB2

получаем

21212211 DBBDABDABCABCAB  и 2121 2
1

DBBOBB  .

Аналогично,

2121 2
1

DCCOCC  .

Но углы B1DB2 и C1DC2 – вертикальные.

3. Обозначим c = p + q. Вычисляя p и q по формулам корней квадратного трёхчлена и
сложив полученные результаты, придём к равенству

322 c , где знаки + или – перед радикалами могут быть выбраны
произвольно и независимо второй от первого. Возводя в квадрат, получаем:

3622)2( 2 c , то есть 625)2( 2 c .

Повторное возведение в квадрат даёт 024)5)2(( 22 c

Следовательно, число c является корнем уравнения

024)5)2(( 22 x

После раскрытия всех скобок в левой части этого равенства получаем требуемый
многочлен четвёртой степени с целыми коэффициентами.

4. Развёртка пирамиды в виде квадрата изображена на рисунке. При этом вершина S
пирамиды при развёртке распадается на три
точи S1, S2 и S3, а основание изображено как
треугольник ABC. Точки A и C обязательно
должны быть серединами сторон квадрата,
лежащих напротив вершины B. На рисунке это
стороны S1S3 и S1S2 соответственно.  Склеивая
пирамиду из  развёртки, мы приклеиваем
отрезок AS1 к отрезку AS3, отрезок CS1 к
отрезку CS2 и отрезок BS2 к отрезку BS3. Точки
S1, S2 и S3 совмещаются, образуя точку S –
вершину пирамиды. Заметим, что точка S

оказывается вершиной трёхгранного угла, все плоские углы которого – прямые.
Следовательно, отрезок BS перпендикулярен двум пересекающимся отрезкам
плоскости ACS: отрезку AS и отрезку CS. Значит, BS перпендикулярен самой
плоскости ACS. Рассмотрим полученную пирамиду как треугольную пирамиду с
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основанием ACS. Тогда легко видеть, что в такой интерпретации площадь

основания пирамиды BACS равна
8
1 , а высота BS = 1. Объём пирамиды

24
1

V .

Объём любого многогранника, описанного около шара, связан с радиусом r этого

шара равенством rSV 
3
1 ,  где S – площадь полной поверхности. В частности,

это верно для любой треугольной пирамиды: в треугольную пирамиду всегда
можно вписать шар. В нашем случае S = 1, так как S – это площадь квадрата со

стороной 1. Поэтому
8
13  Vr

Ответ:
8
1
r .

5. Поля шахматной доски – это квадраты. Они имеют внутренние стороны и могут
иметь внешние стороны. Внешние стороны есть у тех полей, которые расположены
по краю доски. Это стороны, которые ограничивают саму доску. Каждая
внутренняя сторона разделяет ровно два поля. Всего имеется ровно 112 внутренних
сторон: 56 вертикальных и 56 горизонтальных. Каждой внутренней стороне,
разделяющей два поля, соответствует ровно один момент смены цвета ровно у
одной фишки. Эту смену цвета мы назовём соответствующей данной внутренней
стороне. Опишем этот момент подробно. Сначала на некотором шаге заполняется
белой фишкой первое из двух свободных полей с заданной внутренней стороной.
Эта фишка по ходу заполнения соседних с ней полей может один или несколько раз
менять цвет, но мы зафиксируем тот момент, когда будет поставлена белая фишка
на второе свободное поле с заданной внутренней стороной. Это и есть момент
смены цвета, соответствующий этой внутренней стороне. Всего таких моментов
смен цвета будет ровно 112 по числу внутренних сторон полей.  Верно и обратное:
каждый момент смены цвета у любой фишки соответствует однозначно
определённой внутренней границе двух полей.

Теперь внесём следующие изменения в процесс. Сначала зафиксируем порядок, в
котором фишки меняют цвета. Затем выложим на доску все фишки кроме одной
белой стороной кверху, но самую первую фишку положим чёрной стороной
кверху. Далее будем менять цвета фишек в зафиксированном порядке по одной
фишке за шаг. На каждом шаге меняется чётность числа чёрных и белых фишек.
Всего произойдёт 112 перемен цветов. Поскольку число шагов чётно, в конце
останется нечётное число белых фишек и нечётное число чёрных. Значит, хотя бы
одна фишка останется лежать чёрной стороной кверху.


