
Условия и решения задач
(районная математическая олимпиада 2014 г.)

8 класс
1.  Каждый из трёх приятелей либо всегда говорит правду, либо всегда лжёт. Им был
задан вопрос: «Есть ли хотя бы один лжец среди двух остальных?» Первый ответил:
«Нет», второй ответил: «Да». Что ответил третий?
Решение. Так как первый и второй приятели дали различные ответы, то один из них –
лжец, а другой – рыцарь. Кроме того, рыцарь не мог ответить «Нет» на предложенный ему
вопрос, так как в этом случае он бы сказал неправду (среди двух оставшихся точно есть
лжец). Следовательно, первый – лжец. Он солгал, значит,  среди двух оставшихся должен
быть лжец, и им может быть только третий приятель. Значит,  третий ответил «Нет».
Ответ: «Нет».

2. Команда из Пети, Васи и одноместного самоката участвует в гонке. Дистанция
разделена на участки одинаковой длины, их количество равно 42, вначале каждого –
контрольный пункт. Петя пробегает участок за 9 мин, Вася – за 11 мин, а на
самокате любой из них проезжает участок за 3 мин. Стартуют они одновременно, а
на финише учитывается время того, кто пришел последним. Ребята договорились,
что один проезжает первую часть пути на самокате, остаток бегом, а другой –
наоборот (самокат можно оставить на любом контрольном пункте). Сколько
участков Петя должен проехать на самокате, чтобы команда показала наилучшее
время?
Решение. Если Петя проедет 18 участков и пробежит оставшиеся 42 – 18 = 24, он затратит
18·3 + 24·9 = 270 мин. При этом Васе, наоборот, достанется проехать 24 участка, а
пробежать 18, на что уйдет 24·3 + 18·11 = 270 мин — то же самое время. Если же Петя
проедет меньшее число участков, то его время (и, соответственно, время команды)
увеличится. Если Петя проедет большее количество участков, то увеличится время Васи
(и время команды).
Достаточно обозначить число проезжаемых Петей участков через x и решить уравнение

x·3 + (42 – x)·9 = (42 – x)·3 + 11x.
Ответ: 18.

3. Известно, что a, b, c такие числа, что a + b + c = 0. Доказать, что в этом случае
справедливо соотношение ab + ac + bc ≤  0.

Решение. Ясно, что 0 = (a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2(ab + ac + bc). Поэтому 2(ab + ac + bc)
= - a2 - b2 - c2 ≤ 0.

4. В выпуклом четырехугольнике ABCD стороны AB и CD параллельны, а диагонали
AC и BD перпендикулярны. Докажите, что AD+BC = AB+CD.
Решение. Впишем четырехугольник ABCD в прямоугольник EFGH со сторонами,
параллельными диагоналям (EF ||AC и EH ||BD) - смотри рисунок. Пусть L - точка
пересечения прямых DC и EF, а M - точка на прямой HG такая, что LM ||FG . Тогда ABLC -
параллелограмм, следовательно, AB = CL. Так как GM = FL = EB = HD и AH = CG, то
ΔAHD = ΔCGM , следовательно, AD = CM. В силу неравенства треугольника BM ≤BC+CM
= BC+AD . Но BM = DL как диагонали прямоугольника BLDM, и DL = DC +CL = DC+AB.
Следовательно, AD+BC ≥DL = DC +CL = DC+AB, что и требовалось доказать.



5. Среди целых чисел от 8 до 17 включительно зачеркните как можно меньше чисел
так, чтобы произведение оставшихся было точным квадратом. В ответе укажите
сумму всех вычеркнутых чисел.
Решение. Чтобы произведение было точным квадратом, нужно, чтобы каждый простой
множитель входил в него в четной степени. В произведение 8 · 9·...· 17 в нечетной степени
входят 2, 7, 11, 13 и 17. Значит, мы обязаны вычеркнуть сомножители 11, 13 и 17. А вот
чтобы «убить» лишние простые множители 2 и 7, хватит одного вычеркнутого
сомножителя 14. Итого сумма вычеркнутых чисел равна 11 + 13 + 14 + 17 = 55.
Ответ: 55.


