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Всероссийская олимпиада школьников  по математике

Муниципальный этап

Решения

10 класс

1. Сумма S всех чисел равна S = 12764.  Число 127 – простое, а все
делители числа 64, отличные от единицы – чётные. Поскольку во всех
группах суммы чисел равны, общее число N групп является делителем
числа S, то есть либо N=127, либо N чётно. Но равенство N = 127
означает, что в каждой группе ровно одно число, и поскольку все числа
различны, такая ситуация невозможна.

2. Если x = 0, то 1 – xy = 1. Пусть x  0. Преобразуем величину 1 – xy,
чтобы выделить комбинацию вида x3+y3. Для этого сначала домножим
её на x2:

x2(1 – xy) = x2 – x3y.

Вычитая и прибавляя y4, получим

x2(1 – xy) = x2 – x3y – y4 + y4 = x2 – y(x3 + y3) + y4 = x2 – 2xy2 + y4 = (x – y2)2.

Из полученного равенства имеем
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3. Рассмотрим данное уравнение как уравнение относительно
неизвестного p при параметрах x и y. Преобразуя его, получим

222 242 xxxpxpy  и 22 )(42 xpxxy  . Это уравнение имеет
решения в том и только том случае, когда левая часть неотрицательна,
откуда следует ответ.

Ответ: все точки, для которых y < 4x – 2x2.

4. Точки K, L, M и N лежат на серединном перпендикуляре m к отрезку
OP. В частности, точка K получается как точка пересечения прямой m с
серединным перпендикуляром к отрезку AP, остальные три точки
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получаются аналогично. Покажем, что середина F отрезка OP является
также и серединой отрезка KM. Для этого опустим перпендикуляры KK1,
MM1, FG и OH на прямую AC. Точка K1 – середина отрезка AP, M1 –
середина PC, G – середина PH, а точка H –
середина AC.

Получаем
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По теореме Фалеса KF = FM.

Аналогично, F является и серединой отрезка LN, откуда следует
требуемое утверждение.

5. Построим пример. Для этого рассмотрим на плоскости дугу
единичной окружности  с угловой мерой /2 и разделим её точками
на 2015 равных дуг. В двух концевых точках и в 2014 точке деления

проведём касательные, на которых
отложим отрезки длины 4 так, что
точки касания являются
серединами построенных 2016
отрезков. Все построенные отрезки
попарно пересекаются, при этом
никакая точка пересечения двух
отрезков не принадлежит никакому
третьему отрезку, так как из одной
точки плоскости можно провести

только две касательных к данной окружности. Всего построенные
отрезки имеют 20151008 точек попарного пересечения. Для отрезка i

с номером i и точки пересечения Mjk отрезков с номерами j и k
обозначим rijk расстояние от Mjk до i. Всего получается 201420151008
положительных чисел rijk, некоторые из которых равны. Среди
перечисленных чисел есть наименьшее (это число – чрезвычайно мало,
но оно всё-таки больше нуля). Обозначим его m. Теперь на каждом из
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построенных отрезков i как на катете построим прямоугольный
треугольник i, второй катет которого равен m/2. Построение
выполним так, чтобы прямая, содержащая больший катет, разделяла
исходную единичную окружность и построенный треугольник. Все
треугольники i, очевидно, попарно пересекаются.  На рисунке
представлена система из трёх таких треугольников. В полной системе
треугольники ещё тоньше и примыкают друг к другу ещё плотнее.

Покажем, что никакие три из треугольников i не имеют общей
точки. Действительно, никакая точка Mjk не содержится в
треугольнике, построенном на отрезке i, для которого i  j и i  k. При
этом, если прямая, содержащая катет i, отделяет окружность  от
точки Mjk, то она отделяет от  также и пересечение треугольников,
построенных на отрезках j и k. Поскольку точка Mjk удалена от I на
расстояние, большее m, то как она сама, так и всякая точка пересечения
треугольников j и k удалена от треугольника i на расстояние,
большее m/2.

Ответ: Да.


