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Общее время выполнения работы – 3 часа 30 мин (210 мин).

Общие критерии оценки:
7 баллов ставится за полностью решенную задачу.
6-7 баллов ставится, если решение верное, но имеются небольшие недочеты.
5-6 баллов ставится, если решение в целом верное, но имеются существенные ошибки, не
влияющие на логику рассуждений.
4 балла ставится, если верно рассмотрен один из двух (более сложный) случай, или в задаче
типа «оценка + пример» верно получена оценка.
2-3 балла ставится, если получены вспомогательные утверждения, помогающие при решении
задачи.
1 балл ставится, если рассмотрены отдельные случаи при отсутствии решения.
0 баллов, ставится, если нет продвижений в решении, даже если при этом дан верный ответ.
Решение школьника не обязано совпадать с предложенными, тогда оно оценивается также в
соответствии указанной выше схемой оценок.

Задание 1
Четыре натуральных числа сложили всеми возможными способами по два и получили шесть
сумм: 8; 9; 12; 15; 18; 19. Найдите эти числа.
Количество баллов 7
Ответ: 1; 7; 8; 11
Решение
Будем составлять упорядоченные суммы, занумеровав числа от первого до четвертого в
порядке возрастания (т. е. a1 < a2 < a3 < a4). Тогда сумма первого и второго чисел равна 8, а
первого и третьего равна 9. Заметим, что при этом третье число на 1 больше второго. Сумма
второго и третьего может быть равна 12 или 15. Если она равна 12, то уравнение 2a2 + 1 = 12
не имеет решений в целых числах. Поэтому сумма равна 15 и второе число равно 7, а третье
число равно 8. Все остальные числа несложно определить из заданных условий: первое
число равно 1, второе равно 7, четвертое равно 11.

Задание 2
Найти все натуральные значения n, при которых число 1 + 4n + 43 является квадратом
натурального числа?
Количество баллов 7
Ответ: 2; 5
Решение
Заметим, что 4n является квадратом натурального числа, поскольку 4n = (2n)2. Далее (2n + 1)2

= 4n + 2n+1 + 1.
Поэтому если n > 3 и 2n+1 +1 > 43 + 1, то есть n > 5, то исходное число квадратом
натурального числа быть не может (поскольку находится между квадратами соседних
натуральных чисел).
Осталось проверить n = 1, 2, 3, 4, 5.



Задание 3
На рисунке изображены графики трёх квадратных трёчленов. Можно ли подобрать такие
числа a, b и c, чтобы это были графики трёхчленов ax2 + bx + c, bx2 + cx + a и cx2 + ax + b?

Количество баллов 7
Ответ: нельзя
Решение
Пусть это удалось. У двух парабол "ветви" направлены вверх, а у одной – вниз, поэтому у
двух трёхчленов старший коэффициент положительный, а у одного – отрицательный.
Следовательно, среди чисел a, b и c должны быть два положительных и одно отрицательное.
С другой стороны, две из парабол пересекают ось Оy в точках с отрицательными
ординатами, а третья – в точке с положительной ординатой, поэтому у двух трёхчленов
свободный член отрицательный, а у одного – положительный. Следовательно, среди чисел a,
b и c должны быть два отрицательных и одно положительное. Противоречие.

Задание 4
Дан выпуклый четырехугольник ABCD. Серединные перпендикуляры к диагоналям BD и AC
пересекают сторону AD в точках X и Y соответственно, причем X лежит между A и Y.
Оказалось, что прямые BX и CY параллельны. Докажите, что прямые BD и AC
перпендикулярны.
Количество баллов 7
Решение
Обозначим через О – точку пересечения диагоналей четырехугольника. Так как точка X
лежит на срединном перпендикуляре к отрезку BD, то треугольник BXD равнобедренный.
Аналогично, треугольник AYC тоже равнобедренный. Тогда, ADBBXD  21800 ,

DACAYC  21800 . Так как прямые BX и CY параллельны, то 0180 AYCBXD как
внутренние односторонние. Следовательно 000 18021802180  DACADB , откуда

090 DACADB , что означает, что 090AOD .
Комментарий. Отмечены равнобедренные треугольники – 1 балл.

Задание 5
На прямоугольном экране размером m×n, разбитом на единичные клетки, светятся более (m –
1)(n – 1) клеток. Если в каком-либо квадрате 2×2 не светятся три клетки, то через некоторое
время погаснет и четвёртая. Докажите, что тем не менее на экране всегда будет светиться
хотя бы одна клетка.
Количество баллов 7
Решение
Поставим в соответствие каждой погасшей клетке квадратик 2×2, в котором она была
последней светящейся (если таких квадратиков несколько, выберем любой из них). Ясно, что
двум клеткам не может соответствовать один и тот же квадратик. Значит, общее число
погасших клеток не больше числа квадратов 2×2 в прямоугольнике m×n. Нетрудно
подсчитать, что это число равно (m − 1) (n − 1). Таким образом, погаснут не более (m − 1)(n −
1) клеток, что меньше исходного количества светящихся клеток.




