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Общее время выполнения работы – 3 часа 30 мин (210 мин).

Общие критерии оценки:
7 баллов ставится за полностью решенную задачу.
6-7 баллов ставится, если решение верное, но имеются небольшие недочеты.
5-6 баллов ставится, если решение в целом верное, но имеются существенные ошибки, не
влияющие на логику рассуждений.
4 балла ставится, если верно рассмотрен один из двух (более сложный) случай, или в задаче
типа «оценка + пример» верно получена оценка.
2-3 балла ставится, если получены вспомогательные утверждения, помогающие при решении
задачи.
1 балл ставится, если рассмотрены отдельные случаи при отсутствии решения.
0 баллов, ставится, если нет продвижений в решении, даже если при этом дан верный ответ.
Решение школьника не обязано совпадать с предложенными, тогда оно оценивается также в
соответствии указанной выше схемой оценок.

Задание 1
Функция f(x) такова, что для любых вещественных чисел a и b верно:
f(ab) = f(a)f(b).
Известно также, что f(2015) = 1007. Чему равно f(0) + f(1)?
Количество баллов 7
Ответ: 1
Решение
Так как f(ab) = f(b)f(b) для любых вещественных чисел a и b, то f(1) = f(1 · 1) = f(1)f(1) = f(1)2,
откуда следует, что f(1) равно либо 0, либо 1. Заметим также, что 2014 = f(2015) = f(1 · 2015)
= f(1) · f(2015), поэтому f(1) ·0, откуда f(1) = 1. С другой стороны, f(0) = f(0·2015) =
f(0)·f(2015) = 1007f(0), что немедленно означает, что f(0) = 0. Осталось сложить полученные
результаты.

Задание 2
У натурального числа нашли все его натуральные делители, кроме самого числа, и сложили
два наибольших из них. Получилось число 61. Найдите все такие натуральные числа.
Количество баллов 7
Ответ: 118.
Решение
Пусть a и b, a > b, наибольшие делители числа n. По условию, a + b = 61. Так как число 61
нечетное, то один из делителей четен, а значит и само число n четно. Поскольку число 61
простое, то числа a и b – взаимно простые. Если a > 2 и b > 2, то они не могут быть двумя
наибольшими делителями числа n, поскольку n делится на (ab/2) и при этом (ab/2) > a > b.
Значит b = 2 (случай a = 2, очевидно, не возможен). Таким образом, a = 59 и n делится на
(259). Других делителей у числа n быть не может, поскольку все они должны быть меньше
2. Следовательно, n = 258 = 118.



Примечание. За верный не обоснованный ответ – 2 балла.

Задание 3
Существует ли такое действительное число х, что значения выражений 3tg x и

3ctg x – рациональные числа?
Количество баллов 7
Ответ: не существует
Решение
Пусть nx  3tg и mx  3ctg , где n и m рациональные числа, тогда

3)(3)3)(3(tg1 mnmnmnxctgx 

3)(20 mnmn 
А это возможно, только если n + m = 0
Но тогда

22 n , что противоречит тому, что n – рациональное число.

Задание 4
Дан куб 1111 DCBABCDA с длиной ребра а. На ребре 11DA взята точка L так, что

3:1: 11 LDLA . Найти длину отрезка линии пересечения плоскостей CAB1 и DLC1 ,
заключенной между плоскостями ABCD и 1111 DCBA .
Количество баллов 7
Ответ: a2 .
Решение
Поскольку диагонали граней 1AB и 1DC параллельны, то прямая 1AB параллельна
плоскости DLC1 . Следовательно, линия пересечения указанных плоскостей параллельна
прямой 1AB . Поскольку отрезки параллельных прямых, заключенных между параллельными
плоскостями равны, то искомый отрезок равен отрезку 1AB .
Комментарий. Возможно геометрическое решение и методом координат.
Арифметическая ошибка – минус 1 - 2 балла, Ошибки в построении, определении координат,
нахождении уравнений прямой или плоскости – 0 баллов.

Задание 5
Дан произвольный набор из +1 и -1 длиной 2k. Из него получается новый набор по
следующему правилу:
каждое число умножается на следующее за ним;
последнее 2k-тое число умножается на первое.
С новым набором из 1 и -1 проделывается то же самое и т.д. Доказать, что через несколько
шагов получается набор, состоящий из одних единиц.
Количество баллов 7
Решение
Рассмотрим несколько первых шагов исследуемого процесса. Исходный набор:

kaaaaa 24321 ...,,,,,
Набор, полученный после первого шага:

12433221 ...,,,, aaaaaaaa k

Набор, получившийся после второго шага:



22534231 ...,,,, aaaaaaaa k

(так как 12 ia ). Итак, после двух шагов мы приходим к набору, числа которого получаются
из чисел исходного набора умножением через одно. Ещё через два шага с этим набором
произойдёт то же самое, т. е. мы получим набор:

42736251 ...,,,, aaaaaaaa k

Итак, в результате четырёх шагов мы приходим к набору, числа которого получаются из
чисел исходного набора умножением через 3. Ещё через 4 шага с этим последним набором
произойдет то же самое, т. е. мы получим набор

8211310291 ...,,,, aaaaaaaa k

Вообще, после 2p шагов мы получим набор
pkpp aaaaaa 22222121 ...,,,



что легко доказывается по индукции. В частности, после 2k - l шагов мы получим набор:
111 22222121 ...,,,   kkkk aaaaaa

а ещё после 2k - 1 шагов (т. е. всего после 2k шагов) – набор:
2
2

2
2

2
1 ...,,, kaaa ,

состоящий из одних единиц.


