
XLV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

8 êëàññ
8.1. ×åòûð�åì äåâî÷êàì äàëè êîíôåòû. Ìàøà ñêàçàëà: ¾Ó íàñ ñ Êàòåé íà 12 êîíôåò áîëüøå, ÷åì

ó Ëåíû ñ Îëåé¿, à Êàòÿ ñêàçàëà: ¾Ó íàñ ñ Ëåíîé íà 7 êîíôåò ìåíüøå, ÷åì ó Ìàøè ñ Îëåé¿.

Äîêàæèòå, ÷òî îäíà èç äåâî÷åê îøèáëàñü.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íè îäíà èç äåâî÷åê íå îøèáëàñü. Òîãäà îáùåå êîëè-

÷åñòâî êîíôåò ó Ìàøè ñ Êàòåé òàêîé æå ÷�åòíîñòè, êàê îáùåå êîëè÷åñòâî êîíôåò ó Ëåíû ñ Îëåé

(îíè ðàçëè÷àþòñÿ íà ÷�åòíîå ÷èñëî 12). Çíà÷èò, îáùåå êîëè÷åñòâî êîíôåò ó âñåõ ÷åòûð�åõ äåâî÷åê

÷�åòíî. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäàÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî êîíôåò ó Êàòè ñ Ëåíîé ïðîòè-

âîïîëîæíîé ÷�åòíîñòè îáùåìó êîëè÷åñòâó êîíôåò ó Ìàøè ñ Îëåé (îíè ðàçëè÷àþòñÿ íà íå÷�åòíîå

÷èñëî 7). Çíà÷èò, îáùåå êîëè÷åñòâî êîíôåò ó âñåõ ÷åòûð�åõ äåâî÷åê íå÷�åòíî. Ïðîòèâîðå÷èå.

Âòîðîå ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç cM , cK , cL è cO êîëè÷åñòâà êîíôåò ó Ìàøè, Êàòè, Ëåíû

è Îëè, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èç óñëîâèÿ èçâåñòíî, ÷òî, åñëè áû íè îäíà èç äåâî÷åê íå îøèáëàñü,

òî {
cM + cK = cL + cO + 12,
cK + cL = cM + cO − 7.

Ñëîæèâ îáà ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì 2cK − 2cO − 5 = 0. Çàìåòèâ, ÷òî 2cK è 2cO ÷�åòíû, à 5 íå÷�åòíî,
ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Êîììåíòàðèé. Â ïðåäïîëîæåíèè ïðîòèâíîãî äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî êîíôåò

÷�åòíî � 3 áàëëà.

Â ïðåäïîëîæåíèè ïðîòèâíîãî äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî êîíôåò íå÷�åòíî � 3 áàë-

ëà.

8.2. Íà ïåðåìåíàõ øêîëüíèêè èãðàëè â íàñòîëüíûé òåííèñ. Ëþáûå äâà øêîëüíèêà èãðàëè äðóã ñ

äðóãîì íå áîëåå îäíîé èãðû. Â êîíöå íåäåëè îêàçàëîñü, ÷òî Ïåòÿ ñûãðàë ïîëîâèíó, Êîëÿ� òðåòü,

à Âàñÿ � ïÿòóþ ÷àñòü îò ÷èñëà âñåõ ïðîâåä�åííûõ çà íåäåëþ èãð. Êàêîå êîëè÷åñòâî èãð ìîãëî áûòü

ñûãðàíî çà íåäåëþ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî Âàñÿ íå èãðàë íè ñ Ïåòåé, íè ñ Êîëåé?

Îòâåò. 30.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïîëîâèíà, òðåòü è ïÿòàÿ ÷àñòü îò îáùåãî êîëè÷åñòâà

ïðîâåä�åííûõ èãð� öåëûå ÷èñëà. Ïîñêîëüêó íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå çíàìåíàòåëåé � ÷èñåë 2,

3, 5 � ðàâíî 30, òî îáùåå êîëè÷åñòâî ïðîâåä�åííûõ èãð òîæå êðàòíî 30. Ïóñòü îíî ðàâíî 30p. Òîãäà
Ïåòÿ ñûãðàë 15p, Êîëÿ� 10p, Âàñÿ � 6p èãð.

Ïóñòü y�êîëè÷åñòâî èãð, ñûãðàííûõ ìåæäó ñîáîé Ïåòåé è Êîëåé (ýòî ÷èñëî ðàâíî 0 èëè 1),

à z �êîëè÷åñòâî èãð, ñûãðàííûõ áåç ó÷àñòèÿ Ïåòè, Êîëè è Âàñè. Òîãäà 15p+10p+6p−y+z = 30p,
òî åñòü p = y−z. Åäèíñòâåííîå âîçìîæíîå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå p ðàâíî 1, è îíî äîñòèãàåòñÿ,
êîãäà y = 1, z = 0.

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå íåïðîòèâîðå÷èâî: òàêàÿ ñèòóàöèÿ äåéñòâèòåëüíî ìîãëà èìåòü ìåñòî (òî

åñòü ìîæíî ïðîâåñòè 30 èãð â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì).

Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî èãð äåëèòñÿ íà 30 � 2 áàëëà.

Ïðèâåä�åí ïðèìåð ñ 30 èãðàìè, íî íå îáîñíîâàíî, ÷òî äðóãèõ âàðèàíòîâ íåò � 3 áàëëà.

Ïðèâîäèòü ïðèìåð ñ 30 èãðàìè â ðåøåíèè íå òðåáóåòñÿ (ïî óñëîâèþ èçâåñòíî, ÷òî òàêèå èãðû

áûëè ïðîâåäåíû).

8.3. Íà ñòîðîíàõ AB, BC è CA òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû ñîîòâåòñòâåííî òî÷êè D, E è F òàê,

÷òî BE = BD è AF = AD. Èçâåñòíî, ÷òî ED� áèññåêòðèñà óãëà BEF . Äîêàæèòå, ÷òî FD�

áèññåêòðèñà óãëà AFE.
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Ðèñ. 2

Ðåøåíèå. Èç ðàâåíñòâà ñòîðîí BE è BD òðåóãîëüíèêà

DBE ñëåäóåò, ÷òî ∠BDE = ∠BED (ñì. ðèñ. 2). Íî, ïî óñëîâèþ,

∠FED = ∠BED. Çíà÷èò, ∠FED = ∠BDE. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ïðÿìûå BA è EF ïàðàëëåëüíû. Íî òîãäà ∠EFD = ∠ADF . Êðî-
ìå òîãî, èç ðàâåíñòâà AF = AD ñëåäóåò, ÷òî ∠ADF = ∠AFD.
Çíà÷èò, FD� áèññåêòðèñà óãëà AFE. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî, ÷òî ïðÿìûå BA è EF ïàðàë-

ëåëüíû� 3 áàëëà.

8.4. Ñóììà äâóõ öåëûõ ÷èñåë ðàâíà 100, è ñóììà äâóõ äðóãèõ öåëûõ
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÷èñåë òîæå ðàâíà 100. ×èñëà â ïåðâîé ïàðå ïåðåìíîæèëè è ñëîæèëè ñ ïðîèçâåäåíèåì ÷èñåë âî

âòîðîé ïàðå. Ìîãëà ëè ñóììà ýòèõ äâóõ ïðîèçâåäåíèé ðàâíÿòüñÿ 1001?
Îòâåò. Íå ìîãëà.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóììà ïðîèçâåäåíèé ìîãëà ðàâíÿòüñÿ 1001. Ñóììà äâóõ ÷è-

ñåë (â äàííîì ñëó÷àå � ýòèõ ïðîèçâåäåíèé) áûâàåò íå÷�åòíîé òîëüêî êîãäà îäíî èç íèõ ÷�åòíî, à

äðóãîå � íå÷�åòíî. Çíà÷èò, îäíî èç ïðîèçâåäåíèé ÷�åòíî, à äðóãîå � íå÷�åòíî.

Åñëè ñóììà äâóõ ÷èñåë ðàâíà 100, à èõ ïðîèçâåäåíèå íå÷�åòíî, òî îáà ÷èñëà äîëæíû áûòü

íå÷�åòíûìè, ïðè ýòîì îäíî èç íèõ äîëæíî äàâàòü îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 4, à äðóãîå � îñòàòîê

3 ïðè äåëåíèè íà 4. Òîãäà îñòàòîê îò äåëåíèÿ èõ ïðîèçâåäåíèÿ íà 4 ðàâåí 1 · 3 = 3.
Åñëè ñóììà äâóõ ÷èñåë ðàâíà 100, à èõ ïðîèçâåäåíèå ÷�åòíî, òî îáà ÷èñëà äîëæíû áûòü

÷�åòíûìè. Òîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå äà�åò îñòàòîê 0 ïðè äåëåíèè íà 4.
Òàêèì îáðàçîì, ñóììà äâóõ ïðîèçâåäåíèé áóäåò äàâàòü îñòàòîê 3 ïðè äåëåíèè íà 4. Ïîëó÷èëè

ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê 1001 äà�åò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 4.
Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò áåç îáîñíîâàíèÿ� 0 áàëëîâ.

Äîêàçàíî, ÷òî â îäíîé èç ïàð îáà ÷èñëà ÷�åòíû� 1 áàëë.

Äîêàçàíî, ÷òî â ýòîé ïàðå ïðîèçâåäåíèå äåëèòñÿ íà 4� 1 áàëë.

Äîêàçàíî, ÷òî â îäíîé èç ïàð îáà ÷èñëà íå÷�åòíû� 1 áàëë.

Äîêàçàíî, ÷òî â ýòîé ïàðå ïðîèçâåäåíèå èìååò îñòàòîê 3 ïðè äåëåíèè íà 4� 3 áàëëà.

8.5. Íà øàõìàòíóþ äîñêó 8×8 ïîñòàâèëè k ëàäåé è k êîíåé òàê, ÷òî íè îäíà èç ôèãóð íå áü�åò íèêàêóþ
äðóãóþ. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì k òàêîå âîçìîæíî?

Îòâåò. 5.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî â îäíîé ñòðîêå (ñòîëáöå) ñ ëàäü�åé íå ìîæåò ñòîÿòü íèêàêàÿ

äðóãàÿ ôèãóðà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà äîñêó ïîñòàâèëè 6 ëàäåé. Òîãäà îíè ñòîÿò â 6 ñòðîêàõ è 6 ñòîëáöàõ.

Ïîýòîìó íåïîáèòûõ êëåòîê îñòàíåòñÿ âñåãî 4 (ñòîÿùèõ íà ïåðåñå÷åíèè äâóõ ïóñòûõ ñòðîê è äâóõ
ïóñòûõ ñòîëáöîâ). Â ýòè êëåòêè íåëüçÿ ïîñòàâèòü 6 êîíåé. Ïîýòîìó k íå áîëüøå 5.

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî, êàê ïîñòàâèòü íà äîñêó 5 ëàäåé è 5 êîíåé òàê, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã

äðóãà.
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Ðèñ. 3

Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ïðèìåðû ðàññòàíîâêè.

Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî k íå áîëüøå 5� 4 áàëëà.

Ïðèâåä�åí òîëüêî ïðèìåð ðàññòàíîâêè 5 êîíåé è 5 ëàäåé � 3 áàëëà.
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