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1. Â ìàãàçèí ïðèâåçëè íîâóþ ñåðèþ �Êèíäåð-ñþðïðèçîâ� � øîêîëàäíûõ ÿèö, â êàæäîì
èç êîòîðûõ íàõîäèòñÿ îäíà èãðóøå÷íàÿ ìàøèíêà. Ïðîäàâåö ñêàçàë Ïåòå, ÷òî â íîâîé
ñåðèè âñåãî ïÿòü ðàçëè÷íûõ âèäîâ ìàøèíîê, è ïî âíåøíåìó âèäó íåâîçìîæíî îïðå-
äåëèòü, êàêàÿ ìàøèíêà âíóòðè. Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî �Êèíäåð-ñþðïðèçîâ�
äîëæåí êóïèòü Ïåòÿ, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî èìåòü òðè ìàøèíêè îäíîãî, íåâàæíî êà-
êîãî, âèäà?
Ðåøåíèå. Åñëè Ïåòÿ êóïèò 10 �Êèíäåð-ñþðïðèçîâ�, òî ïðè íåáëàãîïðèÿòíîé äëÿ íåãî
ñèòóàöèè îí ïîëó÷èò ïî äâå ìàøèíêè êàæäîãî âèäà. Åñëè îí êóïèò 11 �Êèíäåð-
ñþðïðèçîâ�, òî ïîëó÷èò òðè ìàøèíêè êàêîãî-òî îäíîãî âèäà. Äîêàæåì ýòî. Ïóñòü
Ïåòÿ êóïèë 11 �Êèíäåð-ñþðïðèçîâ�, íî íå ïîëó÷èë òðè ìàøèíêè îäíîãî âèäà. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ÷èñëî ìàøèíîê íå áîëüøå, ÷åì 10 (ïî äâå ìàøèíêè îäíîãî âèäà, âñåãî
ïÿòü âèäîâ). Ïðîòèâîðå÷èå.
Îòâåò. Ïåòÿ äîëæåí êóïèòü íå ìåíåå 11 �Êèíäåð-ñþðïðèçîâ�.

2. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ a, b, c

5a2 + 5b2 + 5c2 ≥ 4ab+ 4bc+ 4ac

Ïðè êàêèõ a, b, c âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî?
Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâî, âûïîëíèâ ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

5a2 + 5b2 + 5c2 − 4ab− 4bc− 4ac ≥ 0

4a2 − 4ab+ b2 + 4b2 − 4bc+ c2 + 4c2 − 4ac+ a2 ≥ 0

(2a− b)2 + (2b− c)2 + (2c− a)2 ≥ 0

Ýòî íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî èñõîäíîìó. Îíî âåðíî, òàê êàê ïîëó÷åíî ñëîæåíèåì
òðåõ âåðíûõ íåðàâåíñòâ.
Íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî ïðè âûïîëíåíèè

2a = b,
2b = c,
2c = a.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäñòàâëÿåì ïåðåìåííûå â óðàâíåíèÿ ñâåðõó âíèç: b = 2a, c =
4a, 8a = a. Çíà÷èò, a = 0, ðåøåíèå ñèñòåìû a = b = c = 0.
Îòâåò. Íåðàâåíñòâî äîêàçàíî, îíî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî ïðè a = b = c = 0.

3. ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD îïèñàí âîêðóã îêðóæíîñòè. Âåðøèíû A,B,C,D ÿâëÿþòñÿ
öåíòðàìè îêðóæíîñòåé S1, S2, S3, S4 ñîîòâåòñòâåííî. Îêðóæíîñòè S1 è S2 êàñàþòñÿ
âíåøíèì îáðàçîì â òî÷êå X, àíàëîãè÷íî S2 è S3 êàñàþòñÿ â òî÷êå Y , S3 è S4 � â
òî÷êå Z, S4 è S1 � â òî÷êå V . Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ
âîêðóã ÷åòûðåõóãîëüíèêà XY ZV .

Ðåøåíèå. Óñëîâèå, ÷òî äâå îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè A è B êàñàþòñÿ äðóã äðóãà â
òî÷êå X, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî òî÷êà X ëåæèò íà îòðåçêå AB, ñîåäèíÿþùåì öåíòðû,
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è AX +XB = AB. Àíàëîãè÷íî, BY + Y C = BC, CZ + ZD = CD, AV + V D = AD.
Òðåóãîëüíèêè AXV , BXY , CY Z, DZV � ðàâíîáåäðåííûå. Áèññåêòðèñû óãëîâ ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêà ABCD ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè óãëîâ ýòèõ ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëü-
íèêîâ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåäèàíàìè è âûñîòàìè. Ïîýòîìó áèññåêòðèñû óãëîâ ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêà ABCD ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèííûìè ïåðïåíäèêóëÿðàìè ê ñòîðîíàì ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêà XY ZV . Ñóùåñòâóåò âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD,
ïîýòîìó âñå ÷åòûðå áèññåêòðèñû åãî óãëîâ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå O. Ïîýòîìó
âñå ÷åòûðå ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðà ê ñòîðîíàì ÷åòûðåõóãîëüíèêà XY ZV ïåðå-
ñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, è îí ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì â íåêîòîðóþ îêðóæíîñòü.
Îêîí÷àíèå ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî èíà÷å. Åñëè äîêàçàòü, ÷òî òðåóãîëüíèêè
AXV , BXY , CY Z, DZV ðàâíîáåäðåííûå, ìîæíî îòìåòèòü íà ðèñóíêå èõ ïîïàðíî
ðàâíûå óãëû è çàòåì äîêàçàòü, ÷òî ñóììû ïðîòèâîïîëîæíûõ óãëîâ ÷åòûðåõóãîëüíè-
êà XY ZV ñîñòàâëÿþò 180◦.

4. Ïóñòü S � ñóììà öèôð íåêîòîðîãî ïÿòèçíà÷íîãî ÷èñëà, âñå öèôðû êîòîðîãî ðàçíûå
è íåíóëåâûå. Âûïèñàëè âñå ïÿòèçíà÷íûå ÷èñëà, ïîëó÷åííûå ïåðåñòàíîâêîé öèôð èñ-
õîäíîãî ÷èñëà, à çàòåì âñå âûïèñàííûå ÷èñëà, âêëþ÷àÿ è èñõîäíîå ÷èñëî, ñëîæèëè.
Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñóììà äåëèòñÿ íà S.
Ðåøåíèå. Ïóñòü äàííîå ÷èñëî èìååò âèä a4 · 104 + a3 · 103 + a2 · 102 + a1 · 10 + a0.
Ñèñòåìàòèçèðóåì âñå âûïèñàííûå ÷èñëà. Ïåðâûé ðàç ñäåëàåì òàê. Ñãðóïïèðóåì âñå
íàïèñàííûå ÷èñëà â ïÿòü ãðóïï, â êàæäîé ãðóïïå ïåðâàÿ öèôðà ñîâïàäàåò. Â ýòèõ
ãðóïïàõ ïî î÷åðåäè íà ïåðâîì ìåñòå ñòîèò êàæäàÿ èç ïÿòè öèôð. Âíóòðè îäíîé òàêîé
ãðóïïû ñîáåðåì âìåñòå âñå ÷èñëà, ó êîòîðûõ ñîâïàäàåò âòîðàÿ öèôðà. Äàëåå, âíóòðè
îðàçîâàâøèõñÿ ãðóïï åùå ðàç ãðóïïèðóåì ÷èñëà, ó êîòîðûõ ñîâïàäàåò òðåòüÿ öèôðà.
Íàêîíåö, îñòàåòñÿ ñèñòåìàòèçèðîâàòü äâà ÷èñëà ïî ÷åòâåðòîé öèôðå (ïÿòàÿ öèôðà
îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî). Ìû ïîêàçàëè, ÷òî âñå ÷èñëà ñîáèðàþòñÿ â ãðóïïû ðàâíîé
÷èñëåííîñòè (ïî 4! = 24 ÷èñëà), ïî ñîïàäàþùåé ïåðâîé öèôðå. Íî òàêóþ æå ñèñòå-
ìàòèçàöèþ ìîæíî ïðîâåñòè, íà÷àâ ñî âòîðîé öèôðû, çàòåì ñ òðåòüåé, è òàê äàëåå äî
ïÿòîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû ñëîæèòü âñå ÷èñëà, ìîæíî ïî îòäåëüíîñòè
ñëîæèòü âñå ðàçðÿäû, è â êàæäîì ðàçðÿäå áóäåò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ,
ñîäåðæàùèõ îïðåäåëåííóþ öèôðó. Èòàê, ñóììà âñåõ ÷èñåë ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
ñóììû ïî ðàçðÿäàì ñëåäóþùèì îáðàçîì

(a4 + a3 + a2 + a1 + a0) · 4! · 104+
(a4 + a3 + a2 + a1 + a0) · 4! · 103+
(a4 + a3 + a2 + a1 + a0) · 4! · 102+
(a4 + a3 + a2 + a1 + a0) · 4! · 10+
(a4 + a3 + a2 + a1 + a0) · 4!
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Ìû âèäèì, ÷òî ýòà ñóììà äåëèòñÿ íà S = a4 + a3 + a2 + a1 + a0.

5. Òàáëèöà 3×3 ïåðâîíà÷àëüíî çàïîëíåíà íîëèêàìè. Çà îäèí õîä â òàáëèöå âûáèðàåòñÿ
ëþáîé êâàäðàò 2 × 2, è â íåì âñå íîëèêè çàìåíÿþòñÿ íà êðåñòèêè, à âñå êðåñòèêè -
íà íîëèêè. Íàçîâåì �ðèñóíêîì� ëþáîå ðàñïîëîæåíèå êðåñòèêîâ è íîëèêîâ â òàáëèöå.
Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ðèñóíêîâ ìîæíî ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ òàêèõ õî-
äîâ? Ðèñóíêè, ïîëó÷àþùèåñÿ îäèí èç äðóãîãî â ðåçóëüòàòå ïîâîðîòà íà 90◦ èëè 180◦

ãðàäóñîâ, ñ÷èòàåì ðàçíûìè.
Ðåøåíèå. Ïåðâûé ñïîñîá. Ðàçëè÷íûå ðèñóíêè îòëè÷àþòñÿ ïëþñîì èëè ìèíóñîì õîòÿ
áû â îäíîé êëåòêå òàáëèöû. Ñèìâîë, ñòîÿùèé â äàííîé îïðåäåëåííîé êëåòêå, çàäà-
åòñÿ ÷åòíîñòüþ èëè íå÷åòíîñòüþ êîëè÷åñòâà âûïîëíåííûõ çàìåí â êàæäîì êâàäðàòå
2× 2, ñîäåðæàùåì ýòó êëåòêó. Êàæäûé êâàäðàò 2× 2 ñîäåðæèò ðîâíî îäíó óãëîâóþ
êëåòêó òàáëèöû, è óêàæäîãî òàêîãî êâàäðàòà óãëîâàÿ êëåòêà ñâîÿ. ×åòíîñòü èëè
íå÷åòíîñòü çàìåí â êàæäîì êâàäðàòå ñîîòâåòñòâóåò ñèìâîëó, ñòîÿùåìó â åãî åäèí-
ñòâåííîé óãëîâîé êëåòêå (åñëè â óãëîâîé êëåòêå ñòîèò êðåñòèê, ÷èñëî çàìåí áûëî
íå÷åòíûì, åñëè ñòîèò íîëèê � ÷èñëî çàìåí áûëî ÷åòíûì). Ïîýòîìó êàæäàÿ êîìáèíà-
öèÿ ñèìâîëîâ â òàáëèöå îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò êîìáèíàöèè íîëèêîâ è êðåñòèêîâ
â óãëîâûõ êëåòêàõ òàáëèöû. Òàê êàê ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé â ÷åòûðåõ êëåò-
êàõ ðàâíî 24 = 16, òî âñåãî ñóùåñòâóåò 16 ðèñóíêîâ.
Âòîðîé ñïîñîá. Ìîæíî ñîñòàâèòü òàáëèöó ïåðåõîäîâ è ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ìíîãîêðàò-
íîì âûïîëíåíèè çàìåí âîçíèêàþò öèêëû, è îäíè ðèñóíêè ïåðåõîäÿò â äðóãèå. Íèæå
ïîêàçàíû âñå èìåþùèåñÿ âîçìîæíîñòè ðàññòàâèòü êðåñòèêè è íîëèêè, è êîëè÷åñòâà
ñîîòâåòñòâóþùèõ ðèñóíêîâ â îäíîé ãðóïïå. Ðèñóíêè îäíîé ãðóïïû îòëè÷àþòñÿ äðóã
îò äðóãà ïîâîðîòàìè íà 90◦ èëè 180◦ ãðàäóñîâ. Íàëè÷èå öèêëîâ äîêàçûâàåò, ÷òî êî-
ëè÷åñòâî ðèñóíêîâ îãðàíè÷åíî, è èõ ìåíüøå, ÷åì 29.

Îòâåò. 16 ðèñóíêîâ.
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