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Ðåøåíèÿ è îòâåòû

1. Ìîãóò ëè ÷åòûðå êîðàáëÿ òàê ðàñïîëîæèòüñÿ íà ìîðå, ÷òîáû ïîïàðíûå ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó íèìè áûëè áû ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 1, 2, 3, 4, 5, 6 ìèëÿì?
Ðåøåíèå.

Äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè ðèñóíîê èëè îïèñàíèå ðàñïîëîæåíèÿ. Êîðàáëè ðàçìåùàþòñÿ
íà îäíîé ïðÿìîé.
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Îòâåò. Äà, ìîãóò.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå ÍÎÊ(n2,m)+ÍÎÊ(n,m2) = 2019, ãäå n è m � íàòóðàëüíûå ÷èñ-
ëà.
Ðåøåíèå.

Ïåðâûé ñïîñîá. Êàæäîå èç ñëàãàåìûõ äåëèòñÿ íà n è íà m, ïîýòîìó ñóììà äåëèòñÿ
è íà n, è íà m. Äàëåå, ïðàâàÿ ÷àñòü, ò.å. 2019, äîëæíî äåëèòüñÿ è íà n, è íà m.
Íî 2019 = 3 · 673, ïîýòîìó âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ n è m � ýòî 1, 3, 673. Ïðîâåðêîé
óáåæäàåìñÿ, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäíî ÷èñëî ðàâíî 673, òî åãî êâàäðàò ñëèøêîì áîëü-
øîé äëÿ ïðàâîé ÷àñòè, à åñëè ýòè ÷èñëà ðàâíû 1 èëè 3 â ëþáûõ êîìáèíàöèÿõ, òî
êâàäðàò ýòèõ ÷èñåë ñëèøêîì ìàë äëÿ ïðàâîé ÷àñòè 2019.
Âòîðîé ñïîñîá. Ïðåäñòàâèì ÷èñëà n è m â âèäå n = p · q, m = p · r, ãäå p � ïðîèç-
âåäåíèå âñåõ îáùèõ ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé ÷èñåë n è m, q � ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ
ìíîæèòåëåé n, íå âõîäÿùèõ â m, r � ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé m, íå âõî-
äÿùèõ â n (âàðèàíòû p = 1 èëè q = 1 èëè r = 1 òîæå äîëæíû áûòü ðàññìîòðåíû).
Òîãäà ÍÎÊ(n2,m) = p2 · q2 · r, ÍÎÊ(n,m2) = p2 · r2 · q. Âûíåñåì îáùèå ìíîæèòåëè â
ñóììå ÍÎÊ(n2,m)+ÍÎÊ(n,m2) = p2 · q · r · (q + r). Çàìåòèì, ÷òî 2019 = 3 · 673, îáà
ìíîæèòåëÿ ïðîñòûå. Èç íàïèñàííîãî âûøå ðàçëîæåíèÿ ñóììû ÍÎÊ ìû äîëæíû
ïðåäñòàâèòü 2019 â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ êàê ìèíèìóì ÷åòûðåõ ìíîæèòåëåé - êâàä-
ðàòà ïðîñòîãî ÷èñëà, äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë è åùå îäíîãî ÷èñëà (r + q). Òàê êàê â
ðàçëîæåíèè 2019 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè íåò íè îäíîãî êâàäðàòà, òî èñõîäíîå óðàâ-
íåíèå íå èìååò ðåøåíèé ïðè p ̸= 1. Îíî íå èìååò ðåøåíèé è ïðè p = 1, n ̸= 1, m ̸= 1,
òàê êàê ïðîèçâåäåíèå q·r·(q+r) äîëæíî ñîîòâåòñòâîâàòü ïðîèçâåäåíèþ 2019 = 3·673.
Åñëè îäíî èç ÷èñåë n è m áûëî áû ðàâíî 1, (íàïðèìåð, n), òî óðàâíåíèå ñâåëîñü áû
ê m +m2 = 2019, íå èìåþùåìó ðåøåíèé â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ, ÷òî òàêæå ìîæíî
ïðîâåðèòü, èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå 2019 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. (Ðåøåíèå, ñîäåðæà-
ùåå q = 1 è/èëè r = 1 ïðè n ̸= 1, m ̸= 1 ïîïàäàåò ïîä ñëó÷àé p ̸= 1 è òàêæå
íåâîçìîæíî.)
Îòâåò. Ðåøåíèé íåò.

1



3. Êàðòîôåëü è ñâåêëó âåçóò íà 79 ìàøèíàõ, íå îáÿçàòåëüíî îäèíàêîâûõ, ïðè÷åì êàæ-
äàÿ ìàøèíà çàãðóæåíà èëè êàðòîôåëåì, èëè ñâåêëîé. Äîêàæèòå, ÷òî èç ýòèõ ìàøèí
ìîæíî âûáðàòü 40 ìàøèí òàê, ÷òî îíè âåçóò íå ìåíåå 50% âñåãî êàðòîôåëÿ è íå
ìåíåå 50% âñåé ñâåêëû.
Ðåøåíèå.

Ïóñòü êàðòîôåëü ïåðåâîçèòñÿ n ìàøèíàìè. Ðàñïîëîæèì ìàøèíû â ïîðÿäêå óáûâà-
íèÿ ìàññû ïåðåâîçèìîãî êàðòîôåëÿ.

a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ . . . ≥ an−1 ≥ an

Ïóñòü ñâåêëà ïåðåâîçèòñÿ k ìàøèíàìè. Ðàñïîëîæèì ìàøèíû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ
ìàññû ïåðåâîçèìîé ñâåêëû.

b1 ≥ b2 ≥ b3 ≥ . . . ≥ bk−1 ≥ bk

Îäíî èç ÷èñåë n, k ÷åòíîå, âòîðîå íå÷åòíîå (èõ ñóììà ðàâíà 79). Ïóñòü, äëÿ îïðåäå-
ëåííîñòè, ÷åòíûì ÿâëÿåòñÿ n, ò.å. n = 2p, k = 2t−1. Âûáåðåì p ïåðâûõ (óïîðÿäî÷åí-
íûõ) ìàøèí, ïåðåâîçÿùèõ êàðòîôåëü è t ìàøèí, ïåðåâîçÿùèõ ñâåêëó. Î÷åâèäíî,

a1 + a2 + a3 + . . .+ ap ≥ ap+1 + . . .+ an−1 + an

òàê êàê êàæäîå ñëàãàåìîå, ñòîÿùåå íà ìåñòå ñ íîìåðîì i ñëåâà, íå ìåíüøå ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ñëàãàåìîãî, ñòîÿùåãî íà ìåñòå ñ íîìåðîì i ñïðàâà. Âñå p ñëàãàåìûõ
ñëåâà â ñóììå äàþò íå ìåíüøå ïîëîâèíû âñåé ìàññû êàðòîôåëÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóììà ñëåâà ìåíüøå
1

2
M (M - îáùàÿ ìàññà êàðòîôåëÿ),

è ñóììà ñïðàâà íå ìîæåò ïðåâûøàòü ñóììó ñëåâà, òî ñóììà ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè

íåðàâåíñòâà áóäåò ìåíüøå
1

2
M +

1

2
M = M . Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî âûáðàííûå ïåð-

âûå p ìàøèí ïåðåâîçÿò íå ìåíüøå ïîëîâèíû ìàññû êàðòîôåëÿ.
Ààëîãè÷íî âûáåðåì t ïåðâûõ (óïîðÿäî÷åííûõ) ìàøèí, ïåðåâîçÿùèõ ñâåêëó

b1 + b2 + b3 + . . .+ bt ≥ bt+1 + . . .+ bk−1 + bk

Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî ñëàãàåìûõ ñëåâà íà îäíî áîëüøå, ÷åì ñïðàâà, ïîýòîìó ìîæíî
ïîïàðíî ñðàâíèòü ñëàãàåìûå ñëåâà è ñïðàâà (îäíî ñëàãàåìîå ñëåâà îêàæåòñÿ áåç
ïàðû), è ïîëó÷èòü, ÷òî ñóììà ñëåâà íå ìåíüøå ñóììû ñïðàâà. Âûáðàííûå ïåðâûå t
ìàøèí ïåðåâîçÿò íå ìåíüøå ïîëîâèíû ìàññû ñâåêëû.
Îñòàëîñü îöåíèòü ÷èñëî ìàøèí. 79 = 2p + 2t − 1, ò.å. 2p + 2t = 80, p + t = 40. Ìû
äîêàçàëè, ÷òî âûáðàëè 40 ìàøèí.

4. ABCD � ðîìá. Òî÷êè E è F ëåæàò, ñîîòâåòñòâåííî, íà ñòîðîíàõ AB è BC òàê, ÷òî
AE

BE
=

BF

CF
= 5. Òðåóãîëüíèê DEF � ðàâíîñòîðîííèé. Íàéäèòå óãëû ðîìáà.

Ðåøåíèå.

Îáîçíà÷åíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñóíêå. Ñèòóàöèÿ, êîãäà óãîë D ðîìáà îñòðûé, íåâîç-
ìîæíà (ñì. äàëåå). Îòìåòèì íà ñòîðîíå AB òî÷êó P òàê, ÷òî AP = EB = FC.
Òðåóãîëüíèêè CDF è ADP ðàâíû, òàê êàê èìåþò ðàâíûå óãëû ∠A = ∠C è ïîïàð-
íî ðàâíûå ñòîðîíû AD = DC, AP = FC. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî òðåóãîëüíèê FED
ðàâíîñòîðîííèé ïî óñëîâèþ, ïîëó÷àåì, ÷òî òðåóãîëüíèê EDP � ðàâíîáåäðåííûé
(ED = FD = PD). (Â ýòîò ìîìåíò çàìåòèì, ÷òî åñëè óãîë ðîìáà ∠A òóïîé, òî óãîë
∠APD îñòðûé, è â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå EDP óãîë ïðè îñíîâàíèè òóïîé,
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÷òî íåâîçìîæíî). Îòìåòèì ðàâíûå óãëû x = ∠A = ∠C è y = ∠ADP = ∠CDF . Íà-
õîäèì ∠EPD = x+y (âíåøíèé óãîë òðåóãîëüíèêà ADP ) è ∠PDE = 180◦−2(x+y).
Ñëîæèì âñå óãëû ïðè âåðøèíå D ðîìáà (∠D = 180◦ − x), ïîëó÷èì óðàâíåíèå

y + 180◦ − 2(x+ y) + 60◦ + y = 180◦ − x

Îòñþäà x = 60◦, óãëû ðîìáà ðàâíû 60◦ è 120◦.
Îêîí÷àíèå ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü äðóãèì. Ïîñëå òîãî, êàê äîêàçàëè, ÷òî òðåóãîëüíèê
EDP ðàâíîáåäðåííûé, çàìåòèì, ÷òî ðàâíû åãî âíåøíèå óãëû: ∠APD = ∠BED.
Îòñþäà òðåóãîëüíèêè APD è BED ðàâíû ïî äâóì óêàçàííûì óãëàì è ñòîðîíàì
(AP = EB, PD = ED). Îòñþäà BD = AD, è òðåóãîëüíèê ABD ðàâíîñòîðîííèé.
Çíà÷èò, ∠BAD = 60◦.
Îòâåò. Óãëû ðîìáà ðàâíû 60◦ è 120◦.

5. Óçëû áåñêîíå÷íîé ñåòêè (êàæäàÿ ÿ÷åéêà ïðåäñòàëÿåò ñîáîé êâàäðàò) ðàñêðàøåíû
â òðè öâåòà, ïðè÷åì âñå òðè öâåòà èñïîëüçîâàíû. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ïðÿìî-
óãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ êàòåòàìè, íå îáÿçàòåëüíî èäóùèìè ïî ëèíèÿì ñåòêè, âñå
òðè âåðøèíû êîòîðîãî ðàñïîëîæåíû â óçëàõ ñåòêè è ðàñêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.
Ðåøåíèå.

Ïðîíóìåðóåì öâåòà óçëîâ - ïåðâûé, âòîðîé, òðåòèé.
Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé. Âñå ãîðèçîíòàëüíûå ïðÿìûå ðàñêðàøåíû êàæäàÿ â
ñâîé öâåò (íà êàæäîé ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé ñîäåðæàòñÿ óçëû òîëüêî îäíîãî öâå-
òà). Â òàêîì ñëó÷àå áåðåì ïðîèçâîëüíûé óçåë ïåðâîãî öâåòà è ïðîâîäèì ÷åðåç íåãî
äâå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå ïî äèàãîíàëüíûì ëèíèÿì ñåòêè. Ïåðåñå÷å-
íèå ñ äâóìÿ ïðÿìûìè, îêðàøåííûìè âî âòîðîé è òðåòèé öâåò, äàñò äâå âåðøèíû
ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. (Êàæäàÿ èç äâóõ äèàãîíàëüíûõ ïðÿìûõ áóäåò èìåòü
õîòÿ áû îäíî ïåðåñå÷åíèå ñ ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé âòîðîãî öâåòà è ñ ãîðèçîíòàëü-
íîé ïðÿìîé òðåòüåãî öâåòà).
Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Íàéäåòñÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ l, ñîäåðæàùàÿ óçëû
äâóõ öâåòîâ (ïåðâîãî è âòîðîãî). Áåðåì íà ïëîñêîñòè óçåë òðåòüåãî öâåòà (îí ñóùå-
ñòâóåò è íå ëåæèò íà l). Ïðîâîäèì ÷åðåç íåãî âåðòèêàëüíóþ ïðÿìóþ äî ïåðåñå÷å-
íèÿ ñ l. Â ïåðåñå÷åíèè ïîëó÷àåì óçåë îäíîãî èç äâóõ öâåòîâ. Ïóñòü ýòîò óçåë èìååò
ïåðâûé öâåò. Íàéäåì íà ïðÿìîé l óçåë âòîðîãî öâåòà è ïîëó÷àåì ïðÿìîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè òðåõ öâåòîâ (è ãîðèçîíòàëüíûì è âåðòèêàëüíûì êàòåòà-
ìè).
Ðàññìîòðèì òðåòèé ñëó÷àé. Ñóùåñòâóåò ãîðèçîíòàëüíàÿ ïðÿìàÿ m, ñîäåðæàùàÿ óç-
ëû âñåõ òðåõ öâåòîâ (è íå ñóùåñòâóåò ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé, óçëû êîòîðîé ðàñ-
êðàøåíû â äâà öâåòà, èíà÷å âîçâðàùàåìñÿ êî âòîðîìó ñëó÷àþ). Âûáèðàåì íà íåé
óçåë ïåðâîãî öâåòà (íàçîâåì åãî A) è ïðîâîäèì âåðòèêàëü ÷åðåç ýòîò óçåë. Åñëè
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íà âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà òî÷êà âòîðîãî öâåòà, èñêîìûé òðå-
óãîëüíèê ïîñòðîåí (óçåë âòîðîãî öâåòà íà âåðòèêàëè, óçåë A ïåðâîãî öâåòà íà ïåðå-
ñå÷åíèè âåðòèêàëè è ãîðèçîíòàëè, óçåë òðåòüåãî öâåòà ñóùåñòâóåò è âûáèðàåòñÿ íà
ïðÿìîé m). Ïîêàçàííûé ñïîñîá âûáîðà òðåõ âåðøèí íåâîçìîæåí òîëüêî ïðè îäíîì
óñëîâèè - ëþáàÿ âåðòèêàëüíàÿ ïðÿìàÿ ñîäåðæèò òîëüêî óçëû îäíîãî öâåòà. Íî ýòî
ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó ðàññìîòðåííîìó ñëó÷àþ (òîëüêî ãîðèçîíòàëüíîå íàïðàâëå-
íèå èçìåíèëîñü íà âåðòèêàëüíîå). Ïðîâåäåì òàêîå ïîñòðîåíèå åùå ðàç. Ïðîâîäèì
÷åðåç óçåë A äâå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïðÿìûå ïî äèàãîíàëüíûì ëèíèÿì.
Òàê êàê íà ïðÿìîé m ñóùåñòâóþò óçëû äâóõ îñòàâøèõñÿ öâåòîâ, òî ñóùåñòâóþò
äâå âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå, âñå óçëû êîòîðûõ èìåþò îäèí îïðåäåëåííûé öâåò, îäíà
ïðÿìàÿ âòîðîãî öâåòà, è îäíà ïðÿìàÿ òðåòüåãî öâåòà. Êàæäàÿ èç äâóõ ïðîâåäåííûõ
äèàãîíàëüíûõ ïðÿìûõ ïåðåñå÷åò ýòè äâå âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå â óçëàõ. Ïîëó÷èì
îäèí óçåë âòîðîãî öâåòà è îäèí óçåë òðåòüåãî öâåòà íà ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ëó÷àõ
(êàòåòàõ), âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû ïåðâîãî öâåòà.
Èòàê, äëÿ ëþáîãî âîçìîæíîãî ñëó÷àÿ ðàñêðàñêè âñåõ ãîðèçîíòàëüíûõ ïðÿìûõ ìû
ïîêàçàëè ñóùåñòâîâàíèå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ ðàñêðàñêîé âåðøèí â òðè
öâåòà.
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