
10 êëàññ

10.1. ×èñëà x è y óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì x3 > y2 è y3 > x2
. Äîêàæèòå,

÷òî x+ y > 2.

�åøåíèå. ×èñëà x è y ïîëîæèòåëüíû, òàê êàê êóá êàæäîãî èç íèõ áîëüøå íåîòðè-
öàòåëüíîãî ÷èñëà � êâàäðàòà äðóãîé ïåðåìåííîé. Çíà÷èò, ìîæíî ïåðåìíîæèòü ëåâûå

è ïðàâûå ÷àñòè íåðàâåíñòâ. Ïîëó÷èì

x3y3 > x2y2 ⇔ xy > 1⇔ y >
1

x
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+ 2 > 2,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

10.2. �àññêàçûâàÿ îá îäíîêðóãîâîì òóðíèðå ïî øàõìàòàì (êàæäûé ó÷àñòíèê ñûã-

ðàë ñ êàæäûì ïî îäíîé ïàðòèè), êîììåíòàòîð ñêàçàë ñëåäóþùåå: ¾Â òóðíèðå ó÷àñò-

âîâàëè 15 ÷åëîâåê; ïîáåäèòåëü òóðíèðà íàáðàë âäâîå áîëüøå î÷êîâ, ÷åì ó÷àñòíèê,

çàíÿâøèé ïîñëåäíåå ìåñòî. Îñòàëüíûå 13 ó÷àñòíèêîâ íàáðàëè îäíî è òîæå ïðîìå-

æóòî÷íîå (ìåæäó ïåðâûì è ïîñëåäíèì) êîëè÷åñòâî î÷êîâ, ïîäåëèâ, òàêèì îáðàçîì,

ìåñòà ñ 2-ãî ïî 14-å.¿ Äîêàæèòå, ÷òî êîììåíòàòîð õîòü ðàç, äà îøèáñÿ. (Â øàõ-

ìàòíîé ïàðòèè ïîáåäèòåëü ïîëó÷àåò îäíî î÷êî, ïðîèãðàâøèé � íîëü î÷êîâ, à â ñëó÷àå

íè÷üåé îáà ó÷àñòíèêà ïîëó÷àþò ïî ïîë-î÷êà.)

�åøåíèå. Âñåãî â òóðíèðå áûëî ïðîâåäåíî

15·14
2

= 105 ïàðòèé; ñëåäîâàòåëüíî,

ó÷àñòíèêè íàáðàëè â ñóììå 105 î÷êîâ ðîâíî. Ïóñòü çàíÿâøèé ïîñëåäíåå ìåñòî íà-

áðàë x î÷êîâ, òîãäà ïîáåäèòåëü íàáðàë 2x î÷êîâ. Ïóñòü òàêæå êàæäûé èç îñòàëüíûõ

13 ó÷àñòíèêîâ íàáðàë y î÷êîâ (×èñëà x è y � öåëûå èëè ïîëóöåëûå, òî åñòü ýòî äðîáè,

çíàìåíàòåëè êîòîðûõ 1 èëè 2; ïî óñëîâèþ x < y < 2x). Èìååì ðàâåíñòâî

x+ 2x+ 13y = 105.

Òåïåðü, åñëè y = 7, òî 3x = 14, îòêóäà x � íå ïîëóöåëîå. Åñëè y > 7, 5, òî 3x 6 6, 5,
îòêóäà 2x < 6, 5 < y � ïðîòèâîðå÷èå. Íàêîíåö, åñëè y 6 6, 5, òî 3x > 20, 5, x > 6, 5 > y
� ñíîâà ïðîòèâîðå÷èå.

10.3. Â ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè ABCD íà áîëüøåé áîêîâîé ñòîðîíå CD íàøëàñü

òàêàÿ òî÷êà T , ÷òî îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðàìè CT è TD êàñàþòñÿ áîêîâîé ñòîðî-

íû AB êàæäàÿ. Îáîçíà÷èì òî÷êè êàñàíèÿ ñòîðîíû AB îêðóæíîñòÿìè êàê X è Y .
Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî AY = BX? Îòâåò îáîñíóéòå.

�åøåíèå. Ïóñòü M � öåíòð îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì CT , N � ñ äèàìåòðîì DT .



Ê ðåøåíèþ çàäà÷è 10.3

Òîãäà MC = MT = MX è ND = NT = NY .
Êðîìå òîãî MX ⊥ AB è NY ⊥ AB, êàê ðàäè-

óñû, ïðîâåä¼ííûå â òî÷êó êàñàíèÿ îêðóæíîñòè è

ïðÿìîé. Îïóñòèì èç òî÷êè T ïåðïåíäèêóëÿð íà

AB, îòðåçîê TK. ÒîãäàMX � ñðåäíÿÿ ëèíÿÿ òðà-

ïåöèè KBCT , ïîýòîìó KX = XB. Àíàëîãè÷íî
KY = Y A.

Åñëè AY = BX , òî Y K = KX , îòðåçîê KT
� ñðåäíÿÿ ëèíÿÿ òðàïåöèè Y XMN è MT = TN .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îêðóæíîñòè ðàâíû, (à òî÷êà T
� ñåðåäèíà ñòîðîíû CD). Íî òîãäà AB ‖ CD, ÷òî
íåâîçìîæíî ïî îïðåäåëåíèþ òðàïåöèè.

Îòâåò. Íå ìîæåò.

10.4. Êâàäðàò 7 × 7 ðàçðåçàëè áåç îñòàòêà (ïî ëèíèÿì ñåòêè) íà òð¼õêëåòî÷-

íûå óãîëêè è ìàëåíüêèå êâàäðàòû ðàçìåðà 2× 2. Äîêàæèòå, ÷òî ìàëåíüêèé êâàäðàò

ïîëó÷èëñÿ ðîâíî îäèí.

�åøåíèå. �àñêðàñèì êëåòêè êâàäðàòà â 4 öâåòà (ñì. ðèñóíîê).

Ê ðåøåíèþ çàäà÷è 10.4

Çàìåòèì, ÷òî äâå êëåòêè îäíîãî öâåòà íå ìîãóò ïîïàñòü íè

â êàêóþ îäíó �èãóðó, íà êîòîðûå êâàäðàò ðàçðåçàí. Òîãäà,

ïîñêîëüêó ó íàñ åñòü 16 êðàñíûõ êëåòîê, îáùåå ÷èñëî óãîë-

êîâ è êâàäðàòîâ ñî ñòîðîíîé 2 íå ìåíåå 16. Ïóñòü êâàäðàòîâ

x, à óãîëêîâ y. Òîãäà x+y > 16 è 3x+3y > 48. Èç ïîäñ÷¼òà
êîëè÷åñòâà êëåòîê ñëåäóåò ðàâåíñòâî 4x+ 3y = 49, îòêóäà
3x+3y = 49−x. Çíà÷èò, 49−x > 48 è x 6 1. Åù¼ çàìåòèì,
÷òî x 6= 0, òàê êàê 49 íà 3 íàöåëî íå äåëèòñÿ.

10.5. Â ñêà÷êàõ ó÷àñòâîâàëè òðè ëîøàäè. Â áóêìåêåðñêîé êîíòîðå ïðèíèìàþò

ñòàâêè èç ðàñ÷¼òà: íà ïîáåäó ïåðâîé ëîøàäè 4 : 1 (ò. å., åñëè ïåðâàÿ ëîøàäü ïî-

áåæäàåò, òî èãðîêó âîçâðàùàþò ïîñòàâëåííûå íà íåå äåíüãè è åùå â ÷åòûðå ðàçà

áîëüøå; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èãðîê òåðÿåò âñå ïîñòàâëåííûå äåíüãè), íà ïîáåäó âòî-

ðîé � 3 : 1, íà ïîáåäó òðåòüåé � 1 : 1. Êàæäàÿ ñòàâêà âûðàæàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì

öåëûì ÷èñëîì çîëîòûõ.

a) Áóðàòèíî ñîáèðàåòñÿ ïîñòàâèòü íà âñåõ òð¼õ ëîøàäåé, íî òàê, ÷òîáû âíå

çàâèñèìîñòè îò èñõîäà ñêà÷åê ïîëó÷èòü ïî êðàéíåé ìåðå íà 2 çîëîòûõ áîëüøå, ÷åì

ïîñòàâèë. Ïîäñêàæèòå Áóðàòèíî ñêîëüêî çîëîòûõ íà êàêóþ ëîøàäü ïîñòàâèòü, åñëè

îáùàÿ ñóììà ïîñòàâëåííûõ äåíåã ðàâíà 50 çîëîòûì. (3 áàëëà)

á) Ïüåðî æåëàåò ïîñòàâèòü â ñóììå ðîâíî 25 çîëîòûõ, ÷òîáû ïîëó÷èòü ãàðàí-

òèðîâàííî õîòÿ áû íà 1 çîëîòîé áîëüøå. Ñìîæåò ëè îí ýòî ñäåëàòü? (2 áàëëà)



â) Ïàïà Êàðëî íàìåðåí ñäåëàòü òàêèå ñòàâêè, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷èòü

íà 5 çîëîòûõ áîëüøå, ÷åì îí ïîñòàâèë. Êàêóþ íàèìåíüøóþ ñóììó äåíåã äëÿ ýòîãî

îí äîëæåí èìåòü? (5 áàëëîâ)

ã) Êàðàáàñ-Áàðàáàñ õî÷åò òàê ñäåëàòü ñòàâêè, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî ïîëó÷èòü

äåíåã õîòÿ áû íà 6% áîëüøå, ÷åì ïîñòàâëåíî. Ñìîæåò ëè îí ýòî ñäåëàòü? Äåíåã ó

Êàðàáàñà-Áàðàáàñà êóðû íå êëþþò. (4 áàëëà)

�åøåíèå. a) Åñëè Áóðàòèíî ïîñòàâèò 11 çîëîòûõ íà ïåðâóþ ëîøàäü, 13 � íà âòî-

ðóþ è 26 íà òðåòüþ, òî îí âñåãäà ïîëó÷èò ìèìèìóì íà 2 çîëîòûõ áîëüøå. Äåéñòâè-

òåëüíî, åñëè ïîáåæäèò ïåðâàÿ ëîøàäü, îí ïîëó÷èò 55 çîëîòûõ (11 � âîçâðàò ñòàâêè

è 44 âûèãðûø), åñëè âòîðàÿ � 52 çîëîòûõ (èç íèõ 13 � ýòî âîçâðàò ñòàâêè), à åñëè

òðåòüÿ � 52 çîëîòûõ (26 � âîçâðàò ñòàâêè).

Ìîæíî äîêàçàòü, ðàññóæäàÿ, íàïðèìåð, êàê â ñëåäóþùåì ïóíêòå, ÷òî òàêîå ðàçìå-

ùåíèå äåíåã Áóðàòèíî ñòðîãî åäèíñòâåííî.

á) ×òîáû ãàðàíòèðîâàííî âûèãðàòü, Ïüåðî äîëæåí íà êàæäóþ ëîøàäü ñòàâèòü

ñòîëüêî, ÷òîáû ïîëó÷åííûå çà âûèãðûø äåíüãè (âìåñòå ñ âîçâðàòîì ñòàâêè) ïðåâçîøëè

25 çîëîòûõ. Çíà÷èò, íà ïåðâóþ ëîøàäü îí îáÿçàí ñòàâèòü áîëüøå 25 : 5 = 5 çîëîòûõ, íà
âòîðóþ � áîëüøå 25 : 4 = 6, 25 è íà òðåòüþ � áîëüøå 25 : 2 = 12, 5. Òàê êàê âñå ñòàâêè
öåëî÷èñëåíû, îí äîëæåí ïîñòàâèòü â ñóììå 6+7+13 = 26 > 25, ïîýòîìó ãàðàíòèðîâàòü
ñåáå õîòü êàêîé-òî âûèãðûø îí íå ñìîæåò.

â) Ïóñòü Ïàïà Êàðëî ïîñòàâèë âñåãî S çîëîòûõ, èç êîòîðûõ x íà ïåðâóþ ëîøàäü, y �
íà âòîðóþ è z � íà òðåòüþ (x+y+z = S). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûèãðàëà ïåðâàÿ ëîøàäü.
Òîãäà Ïàïà Êàðëî ïîëó÷èò x + 4x = 5x, è åìó íåîáõîäèìî, ÷òîáû ýòà âåëè÷èíà áûëà

áîëüøå, ÷åì S õîòÿ áû íà 5. Èìååì íåðàâåíñòâî 5x > S + 5, òî åñòü x > S
5
+ 1. Òåïåðü

ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûèãðàëà âòîðàÿ ëîøàäü; àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê

íåðàâåíñòâó y > S
4
+1, 25. Íàêîíåö, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âûèãðàåò òðåòüÿ ëîøàäü, ïðèä¼ì

ê íåðàâåíñòâó z > S
2
+2, 5. Ñëîæèâ âñå òðè ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì x+y+z >

19S
20

+ 4, 75. Òàê êàê x+ y+ z = S, ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ S > 95.
Ïðèìåð, êîãäà S = 95, ïîëó÷èòñÿ, åñëè ìû â ïðåäûäóùåì ðàññóæäåíèè âñå íåðà-

âåíñòâà çàìåíèì ðàâåíñòâàìè. Òîãäà x = 20, y = 25 è z = 50. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè
ëþáîì èñõîäå ñêà÷åê Ïàïà Êàðëî âûèãðàåò ñâîè 5 çîëîòûõ.

ã) �àññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû ðàññóæäåíèÿì ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. Ïóñòü Êàðàáàñ-

Áàðàáàñ ïîñòàâèë S çîëîòûõ, èç êîòîðûõ x íà ïåðâóþ ëîøàäü, y � íà âòîðóþ è z � íà

òðåòüþ. Äëÿ ãàðàíòèðîâàííîãî 6% âûèãðûøà íåîáõîäèìî íà êàæäóþ ëîøàäü ïîñòàâèòü

ñòîëüêî, ÷òîáû ïîëó÷åííûå çà å¼ âûèãðûø äåíüãè (âìåñòå ñ âîçâðàòîì ïîñòàâëåííûõ)

áûëè íå ìåíåå, ÷åì 1, 06S. Ýòî ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ: 5x >

1, 06S, 4y > 1, 06S è 2z > 1, 06S. Óìíîæèì ïåðâîå íåðàâåíñòâî íà 4, âòîðîå � íà 5,

òðåòüå � íà 10 è ñëîæèì ëåâûå è ïðàâûå ÷àñòè âñåõ òð¼õ íåðàâåíñòâ. Ïîëó÷èì 20(x+
y+z) > 1, 06S(4+5+10), îòêóäà (ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî x+y+z = S), ïîëó÷èì íåâîçìîæíîå

íåðàâåíñòâî 20 > 20, 14. Çíà÷èò, 6% âûèãðûøà ãàðàíòèðîâàòü íåâîçìîæíî.


