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11.1. �åøèòå óðàâíåíèå

x4 + 2x
√
x− 1 + 3x2 − 8x+ 4 = 0.

�åøåíèå. Ïðîâåðèì, ÷òî x = 1 � êîðåíü. Äåéñòâèòåëüíî,

14 + 2
√
1− 1 + 3 · 12 − 8 + 4 = 1 + 3− 8 + 4 = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî äðóãèõ êîðíåé íåò. Ïîñêîëüêó ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ îïðåäåëåíà ëèøü

ïðè x > 1, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé x > 1. Âîñïîëüçîâàâøèñü âåðíûìè â ýòîì

ñëó÷àå íåðàâåíñòâàìè x4 > x2
, x
√
x− 1 > 0 è (x − 1)2 > 0, ïîëó÷àåì äëÿ ëåâîé ÷àñòè

íåðàâåíñòâî

x4 + 2x
√
x− 1 + 3x2 − 8x+ 4 > 4x2 − 8x+ 4 = 4(x− 1)2 > 0,

âûïîëíåííîå ïðè âñåõ x > 1. Èòàê, ïðè x > 1 êîðíåé íåò.

Îòâåò. x = 1.

11.2. Äàí òåòðàýäð. Îáÿçàòåëüíî ëè íàéäóòñÿ ëè ÷åòûðå ïàðàëëåëüíûå ïëîñ-

êîñòè, ïðîõîäÿùèå êàæäàÿ ÷åðåç ñâîþ âåðøèíó òåòðàýäðà òàê, ÷òîáû ðàññòîÿíèÿ

ìåæäó ëþáûìè ñîñåäíèìè ïëîñêîñòÿìè áûëè îäèíàêîâûìè?

�åøåíèå. Ïóñòü äàí òåòðàýäð ABCD. Îòìåòèì íà ðåáðå AD äâå òî÷êè K,L òàê,

÷òîáû AK : KL : LD = 1 : 1 : 1. Çàìåòèì, ÷òî îòðåçêè KB è CL íå íàõîäÿòñÿ íà îäíîé

ïðÿìîé. Òîãäà ìîæíî ïðîâåñòè ÷åðåç âåðøèíû A,K, L,D ïëîñêîñòè αA, αB, αC , αD ïà-

ðàëëåëüíî KB è CL. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ñîñåäíèå ñðåäè ýòèõ ÷åòûðåõ ïëîñêîñòåé

íàõîäÿòñÿ íà îäíîì è òîì æå ðàññòîÿíèè ìåæäó ñîáîé.

Äåéñòâèòåëüíî, ïî ïîñòðîåíèþ αB, αC áóäóò ïðîõîäèòü ÷åðåç K,L ñîîòâåòñòâåííî.

Îïóñòèì èç D íà ïëîñêîñòü αA ïåðïåíäèêóëÿð AH . Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ôàëåñà ê AD è

AH , ïîëó÷èì ÷òî ïåðïåíäèêóëÿð AH äåëèòñÿ ïëîñêîñòÿìè αB, αC â îòíîøåíèè AK :
KL : LD = 1 : 1 : 1. Ïîñêîëüêó ïåðïåíäèêóëÿð îáùèé êî âñåì ïëîñêîñòÿì, òî âñ¼

ïîêàçàíî.

Îòâåò. Ìîæíî.

11.3. Äàíû ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà p, q, r. Ïðîèçâåäåíèå pqr íàöåëî äåëèòñÿ íà
p+ q + r. Äîêàæèòå, ÷òî (p− 1)(q − 1)(r− 1) + 1 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî

÷èñëà.

�åøåíèå. Äåëèòåëè ÷èñëà pqr � ñóòü ÷èñëà 1, p, q, r, pr, pq, qr è pqr. ×èñëî p +
q + r áîëüøå ïåðâûõ ÷åòûð¼õ èç íèõ è ìåíüøå ïîñëåäíåãî, òî åñòü îíî îäíî èç ÷èñåë

pr, pq, qr. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè p+ q + r = pq, òî åñòü −p− q + pq = r. Òîãäà

(p− 1)(q − 1) = pq − p− q + 1 = r + 1



è

(p− 1)(q − 1)(r − 1) + 1 = (r + 1)(r − 1) + 1 = r2.

11.4. Íþøà èìååò 2022 ìîíåòû, à Áàðàø � 2023. Íþøà è Áàðàø áðîñàþò âñå

ñâîè ìîíåòû îäíîâðåìåííî è ñ÷èòàþò ñêîëüêî îðëîâ âûïàëî ó êàæäîãî. Âûèãðûâàåò

òîò èç íèõ, ó êîãî îêàæåòñÿ îðëîâ áîëüøå, à â ñëó÷àå ðàâåíñòâà âûèãðûâàåò Íþøà.

Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ âûèãðûâàåò Íþøà?

�åøåíèå. Ïóñòü Áàðàø ïîêà çàáûë ïðî ïîñëåäíþþ ñâîþ ìîíåòó. Åñëè ó Áàðàøà

áîëüøå � îí óæå âûèãðàë, åñëè ó Íþøè áîëüøå � óæå ïðîèãðàë, øàíñû ýòèõ âàðèàíòîâ

îäèíàêîâû, ïîñêîëüêó ìîíåò ó íèõ îäèíàêîâî. Åñëè æå ñëó÷èëàñü íè÷üÿ, òî èñõîä

ðåøèò çàáûòàÿ ìîíåòà, ãäå ñíîâà øàíñû êàæäîãî � 50 : 50. Èòàê, èõ øàíñû ðàâíû,

âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà Íþøè ðàâíà 0, 5.
Îòâåò. 0, 5.

11.5. Êðîø, óçíàâ êîðíè óðàâíåíèÿ x2 − x − 1 = 0, èçîáðåë ¾çîëîòóþ ñèñòåìó

ñ÷èñëåíèÿ Êðîøà¿, ñèñòåìó ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèåì ϕ = 1+
√
5

2
. Ëîñÿø îòìåòèë, ÷òî

�àêòè÷åñêè Êðîø íàõîäèò ðàçëîæåíèÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë íà ñóììû êàêèõ-òî

ðàçëè÷íûõ öåëûõ ñòåïåíåé ÷èñëà ϕ. Íàïðèìåð, â ýòîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ çàïèñü 11, 1
ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó

1 +
√
5 = ϕ1 + ϕ0 + ϕ−1.

Ëîñÿø òàêæå çàÿâèë, ÷òî åñëè ÷èñëî èìååò ðàçëîæåíèå, òî ó íåãî èõ áåñêîíå÷íî

ìíîãî è âñåãäà ìîæíî îáîéòèñü ðàçëîæåíèåì, â êîòîðîì íåò ïàðû ñîñåäíèõ ñòå-

ïåíåé ϕ; ñàìî æå ðàçëîæåíèå åñòü ó âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë

m+n
√
5

2
, ãäå m,n �

öåëûå è îäíîé ÷åòíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî Ëîñÿø ïðàâ, äëÿ ÷åãî:

à) Íàéäèòå õîòÿ áû ïÿòü ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèé ÷èñëà 1. (2 áàëëà)

á) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî ìîæíî ðàçëîæèòü â òàêóþ ñóììó, òî ìîæíî è â

ñóììó, â êîòîðîé íåò ïàðû ñîñåäíèõ ñòåïåíåé ϕ. (2 áàëëà)

â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a ðàçëîæèìî, òî è a+ 1 ðàçëîæèìî. (3 áàëëà)

ã) Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà è ïðîèçâåäåíèå ðàçëîæèìûõ ÷èñåë òàêæå ðàçëîæèìû.

(2 áàëëà)

ä) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ êàêèõ-òî öåëûõ m,n îäíîé ÷åòíîñòè ÷èñëî

m+n
√
5

2

ïîëîæèòåëüíî, òî ýòî ÷èñëî ðàçëîæèìî. (5 áàëëîâ)

�åøåíèå. à) Çàìåòèì, ÷òî ϕ, êàê êîðåíü ϕ2 − ϕ − 1 = 0, äàåò 1 = ϕ−1 + ϕ−2 =
0.11ϕ. Ïîñëåäîâàòåëüíî âîñïîëüçîâàâøèñü ϕ−k = ϕ−k−1 + ϕ−k−2

äëÿ âñåõ k, ïîëó÷àåì
1 = 1, 0ϕ = 0, 11ϕ = 0, 1011ϕ = 0, 101011ϕ = 0, 10101011ϕ = . . ., òî åñòü äëÿ âñåõ

íàòóðàëüíûõ k,
1 = ϕ−1 + ϕ−3 + . . .+ ϕ−2k+1 + ϕ−2k.

Âûáîð ïÿòè ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ðàâíî êàê ïîäñòàíîâêó èõ â �îðìóëó âûøå,

ïðåäîñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ.



á) Îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü íàøëîñü ðàçëîæèìîå ÷èñëî a, ëþáîå ðàçëîæåíèå êîòî-

ðîãî ñîäåðæèò ñîñåäíèå ñòåïåíè. Ñðåäè âñåõ ðàçëîæåíèé âîçüìåì òî, ÷òî ñ íàèìåíü-

øèì ÷èñëîì ñëàãàåìûõ. Ñðåäè åãî ñëàãàåìûõ åñòü ñîñåäíèå ñòåïåíè ϕk
, ϕk−1

, âûáå-

ðåì òàêîå k íàèáîëüøåå. Òîãäà ñëàãàåìîãî ϕk+1
â ýòîì ðàçëîæåíèè íåò. Ïîñêîëüêó

ϕk+1 = ϕk−1ϕ2 = ϕk−1(ϕ + 1) = ϕk + ϕk−1
, òî, çàìåíÿÿ ϕk + ϕk−1

íà ϕk+1
, ïîëó÷èì èç

èñõîäíîãî ðàçëîæåíèå a, ñòðîêà êîòîðîãî ñîäåðæèò ìåíüøåå ÷èñëî ñëàãàåìûõ, íî ýòî
ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ðàçëîæåíèÿ. Çíà÷èò âñåãäà íàéäåòñÿ ðàçëîæåíèå áåç ñîñåäíèõ

ñòåïåíåé.

â) ×èñëî a ðàçëîæèìî, âûáåðåì åãî ðàçëîæåíèå áåç ñîñåäíèõ ñòåïåíåé. Ïóñòü k
� íàèìåíüøåå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî ñëàãàåìîãî ϕ−2k

â ðàçëîæåíèè

íåò. Ïîñêîëüêó ñëàãàåìûõ êîíå÷íîå ÷èñëî, òàêîå íàéä¼òñÿ. Åñëè k = 0, òî, äîáàâèâ ϕ0

â ñóììó, ìû ïîëó÷èì ðàçëîæåíèå ó a+ 1. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ0
óæå åñòü. Â

ðàçëîæåíèè a åùå åñòü ñëàãàåìûå ϕ−2, . . . , ϕ−2k+2
, à çíà÷èò íåò ϕ−1, ϕ−3, . . . , ϕ−2k+1

. Ïî

âûáîðó k òàì íåò è ϕ−2k
. Ïîñêîëüêó ϕ−1 + ϕ−3 + . . . + ϕ−2k+1 + ϕ−2k = 1, òî äîáàâëÿÿ

ýòè ñëàãàåìûå â èñõîäíîå ðàçëîæåíèå, ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå a+ 1.
ã) Åñëè äîáàâëåíèå åäèíèöû ñîõðàíÿåò ðàçëîæèìîñòü, òî è äîáàâëåíèå ϕk

(ïðè

ëþáîì öåëîì k). Íó òî æå èìåååò ìåñòî ïðè ñëîæåíèè ñ ëþáûì êîíå÷íûì ÷èñëîì

öåëûõ ñòåïåíåé ϕ, òî åñòü ñ ëþáûì ðàçëîæèìûì ÷èñëîì.

Ïðåäñòàâèì äâà ðàçëîæèìûõ ÷èñëà a1, a2 â âèäå ñóììû ñòåïåíåé ϕ (r1 è r2 ñòåïåíåé
ϕ ñîîòâåòñòâåííî). Ïîñëå èõ ïåðåìíîæåíèÿ ìû ïîëó÷èì ñóììó r1r2 ñòåïåíåé ϕ. Êàæäàÿ
ñòåïåíü ðàçëîæèìà, çíà÷èò è ñóììà ýòèõ r1r2 ÷èñåë òàêæå ðàçëîæèìà. Íî ýòà ñóììà è
ÿâëÿëàñü ïðîèçâåäåíèåì a1a2.

ä) Ëåììà. Åñëè ðàçëîæèìî a > 1, òî ðàçëîæèìî è a− 1.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. �àññìîòðèì ðàçëîæåíèå a áåç ñîñåäíèõ ñòåïåíåé. Ïóñòü åãî

ñòàðøàÿ ñòåïåíü ðàâíà k. Ñëó÷àé k = 0 î÷åâèäåí. Ñëó÷àé k < 0 íåâîçìîæåí â ñèëó

1 < a < ϕ−k(1 + . . .+ ϕ−2r + . . .) = ϕ−k

1−ϕ−2 6 1. Èòàê, k > 0.

Îòìåòèì, ÷òî a − ϕk
ðàçëîæèìî, ïðè÷åì a − 1 = a − ϕk + ϕk(1 − ϕ−k). Ïîñêîëüêó

ñóììà ðàçëîæèìûõ ðàçëîæèìà, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ðàçëîæèìîñòü 1 − ϕ−k
. Cðåäè

ðàçëîæåíèé åäèíèöû íàéäåòñÿ è èìåþùåå ñëàãàåìîå ϕ−k
. Òîãäà 1−ϕ−k

, à ñëåäîì ϕk−1
è a− 1 ðàçëîæèìû. Ëåììà äîêàçàíà.

Èç ëåììû, åñëè íåðàçëîæèìî a, òî è a+ ϕ = ϕ(aϕ−1 + 1). Åñëè áû íàøëîñü íåðàç-

ëîæèìîå ÷èñëî a = m+n
√
5

2
ñ öåëûìè m,n îäíîé ÷åòíîñòè, òî, äîáàâëÿÿ ϕ = 1+

√
5

2

íåñêîëüêî ðàç, íàøëè áû è íåðàçëîæèìîå m′ + n′
√
5 ñ íàòóðàëüíûìè m′, n′

. Íî ýòî

÷èñëî âñåãäà ðàçëîæèìî êàê ñóììà ñëàãàåìûõ 1 è
√
5. Çíà÷èò è èñõîäíîãî ÷èñëà a íå

ñóùåñòâóåò.


