
8 êëàññ

8.1. �àññòàâüòå â òàáëèöå 3×3 íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 9 òàê, ÷òîáû êàæäîå

÷èñëî áûëî èñïîëüçîâàíî ïî îäíîìó ðàçó, à ñóììà ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì

ñòîëáöå ÿâëÿëàñü ïðîñòûì ÷èñëîì.

�åøåíèå. Ïðèìåð ðàññòàíîâêè ÷èñåë

6 8 9

1 7 3

4 2 5

8.2. Ìîãóò ëè ÷èñëà a, b, c (íå îáÿçàòåëüíîå öåëûå) â êàêîì-òî ïîðÿäêå ñîâïàäàòü
ñ ÷èñëàìè a+ 1, b2 + 2, c3 + 3?

�åøåíèå. ÏóñòüM � íàèáîëüøåå èç ÷èñåë a, b, c,. Çàìåòèì, ÷òîM ïîëîæèòåëüíîå,

òàê êàê b2+2 ïîëîæèòåëüíîå. Î÷åâèäíî,M+1 > M . Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëàM2+2 èM3+3
òîæå áîëüøå M . Åñëè M > 1, òî M2 + 2 > M2 > M è àíàëîãè÷íî M3 + 3 > M3 > M ,

à åñëè M < 1, òî M2 + 2 > 1 > M è M3 + 3 > 1 > M . Òî åñòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî â

íàáîðå Ìàêñèìà áîëüøå M , çíà÷èò íàáîðû ÷èñåë íå ìîãëè ñîâïàñòü.

Îòâåò. Íå ìîãëè.

8.3. Âíóòðè êâàäðàòà ABCD âûáðàíà òî÷êà O. Íà îòðåçêàõ AO,BO,CO,DO
ïîñòðîèëè êâàäðàòû OAA1A2, OBB1B2, OCC1C2, ODD1D2 (âñå âåðøèíû íàçâàíû â

ïîðÿäêå îáõîäà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå). Äîêàæèòå, ÷òî A2B2C2D2 � êâàäðàò.

�åøåíèå. Ñïîñîá 1.

Ê ðåøåíèþ çàäà÷è 8.3

�àññìîòðèì òðåóãîëüíèêè AOB è A2OB2. Ïî ïîñòðî-

åíèþ AO = A2O è BO = B2O. Åñëè óãëû AOA2 è

BOB2 èìåþò îáùóþ ÷àñòü, òî ∠AOB = 90◦ −∠AOB2 =
∠A2OB2, åñëè íåò � ∠AOB = 90◦ +∠AOB2 = ∠A2OB2.

Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ AOB è A2OB2

è A2B2 = AB. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî B2C2 =
BC, C2D2 = CD, D2A2 = DA, òî åñòü A2B2C2D2 �

ðîìá. Äîêàæåì ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ AOC è A2OC2.

A2O = AO è C2O = CO ïî ïîñòðîåíèþ, à òàêæå

∠AOC = 90◦ + ∠AOC2 = ∠A2OC2. �àâåíñòâî òðå-

óãîëüíèêîâ äîêàçàíî, à çíà÷èò A2C2 = AC. Àíàëîãè÷íî,
B2D2 = BD = AC, çíà÷èò â ñèëó ðàâåíñòâà äèàãîíàëåé
÷åòûð¼õóãîëüíèêà A2B2C2D2 ïîëó÷àåì, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ

êâàäðàòîì.

Ñïîñîá 2. Ïðè ïîâîðîòå ñ öåíòðîì â òî÷êå O íà 90◦ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå òî÷êè

A, B, C, D ïåðåéäóò â òî÷êè A2, B2, C2, D2 ñîîòâåòñòâåííî. Çíà÷èò êâàäðàò ABCD
ïåðåéä¼ò â ÷åòûð¼õóãîëüíèê A2B2C2D2. Ïîñêîëüêó ïðè ïîâîðîòå ñîõðàíÿþòñÿ äëèíû

è óãëû, òî A2B2C2D2 � êâàäðàò.



8.4. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü ïî êðóãó âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò

1 äî 2n òàê, ÷òîáû êàæäîå ÷èñëî áûëî äåëèòåëåì ñóììû äâóõ ñîñåäíèõ ñ íèì ÷èñåë?

(Ñïîñîáû, îòëè÷àþùèåñÿ ïîâîðîòîì è ñèììåòðèåé, ñ÷èòàþòñÿ îäèíàêîâûìè)

�åøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ÷èñëà â êðóãå íå ÷åðåäóþòñÿ ïî ÷¼òíîñòè, òî êàêèå-òî

äâà ÷¼òíûõ ÷èñëà ñòîÿò ðÿäîì. ×¼òíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ñóììû ÷¼òíîãî ñîñåä-

íåãî ñ íèì ÷èñëà è âòîðîãî ñîñåäíåãî, çíà÷èò îíî òîæå ÷¼òíîå. Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèÿ

äàëåå ïî êðóãó, ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ÷èñëà â êðóãå ÷¼òíûå, ÷òî íåâåðíî. �àññìîòðèì ÷èñ-

ëî 2n − 1. Ïî äîêàçàííîìó, îáà åãî ñîñåäà ÿâëÿþòñÿ ÷¼òíûìè è èõ ñóììà äåëèòñÿ íà

2n − 1, çíà÷èò ñóììà ðàâíà õîòÿ áû 4n − 2. Ìàêñèìàëüíàÿ ñóììà äâóõ îñòàâøèõñÿ

÷èñåë ðàâíà 2n + (2n − 2) = 4n − 2. Çíà÷èò ðÿäîì ñ 2n − 1 ñòîÿò ÷èñëà 2n è 2n − 2.
Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ïóñòü îíè ñòîÿò â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå.

Òåïåðü è â äàëüíåéøåì ñèòóàöèÿ áóäåò ñëåäóþùåé: ïî êðóãó óæå ðàññòàâëåíû ÷èñëà

îò 2n äî k â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, ãäå k > 1. Îäèí èç ñîñåäåé ÷èñëà k
� ýòî k + 1, à äðóãîé ñîñåä íå áîëüøå k − 1, òî åñòü ñóììà ñîñåäíèõ ÷èñåë áîëüøå k è

íå áîëüøå 2k, çíà÷èò îíà ðàâíà 2k. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñëåäóþùåå ÷èñëî çà k � ýòî k− 1.
Ñíîâà ïîëó÷èëè ñèòóàöèþ, îïèñàííóþ âûøå. Çíà÷èò ÷èñëà ñòîÿò ïî êðóãó îò 2n äî 1 â
ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ïî ÷àñîâîé èëè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (ýòî îäèíàêîâûå âàðèàíòû)

è íèêàê áîëüøå.

Îòâåò. 1 âàðèàíò.

8.5. Íà äîñêå íàïèñàíî ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Äëÿ ëþáûõ óæå íàïè-

ñàííûõ ÷èñåë a è b (â òîì ÷èñëå ñîâïàäàþùèõ) ðàçðåøàåòñÿ âûïèñàòü íà äîñêó ÷èñëà

a+ 2b, ab2 è a/b2. Âñåãäà ëè ïîëó÷èòñÿ (âîçìîæíî, â íåñêîëüêî äåéñòâèé):

à) âûïèñàòü ÷èñëî 1, åñëè èçíà÷àëüíî íàïèñàíî îäíî íå÷¼òíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî?
(2 áàëëà)

á) âûïèñàòü ÷èñëî 1, åñëè èçíà÷àëüíî íàïèñàíî îäíî ÷¼òíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî?

(2 áàëëà)

â) âûïèñàòü ÷èñëî 1, åñëè èçíà÷àëüíî íàïèñàíî îäíî ÷èñëî? (3 áàëëà)

ã) âûïèñàòü ÷èñëî 2, åñëè èçíà÷àëüíî íàïèñàíî îäíî ÷èñëî? (3 áàëëà)

ä) Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå x, ÷òî åñëè íà äîñêå íàïèñàíî x, òî ïîëó÷èòñÿ âûïèñàòü
è ëþáîå äðóãîå ïîëîæèòåëüíîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî? (4 áàëëà)

�åøåíèå. Ñíà÷àëà ñäåëàåì îäíî ïðîñòîå

Íàáëþäåíèå. Åñëè íà äîñêó âûïèñàíî ÷èñëî x, òî äëÿ ëþáîãî íå÷¼òíîãî n ïîëó÷èòñÿ
âûïèñàòü nx.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âûïèñûâàòü ÷èñëà

x+ 2x = 3x, 3x+ 2x = 5x, . . . , (2k − 1)x+ 2x = (2k + 1)x,

ïîêà íå ïîëó÷èòñÿ nx. Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷è.

à) Äà, ýòî âîçìîæíî. Îáîçíà÷èì èñõîäíîå ÷èñëî n. Ïî íàøåìó íàáëþäåíèþ âîç-

ìîæíî ïîëó÷èòü n2
, è ïîñëå ýòîãî èìååì ïðàâî âûïèñàòü n2/n2 = 1.

á) Äà. Ïóñòü èçíà÷àëüíî âûïèñàíî ÷èñëî x = 2kn, ãäå k íàòóðàëüíîå è n íå÷¼òíîå.

Áóäåì äåéñòâîâàòü òàê:



I. Âûïèøåì nx;

II. Çàòåì (nx)/x2 = 1
2k
;

III. Çàòåì ïðèáàâëÿåì ê x ïî 2 · 1
2k

äî òåõ ïîð, ïîêà íå ïîëó÷èì x+ 1;

IV. Êàê èç íå÷¼òíîãî ÷èñëà x+ 1 ïîëó÷èòü åäèíèöó, îïèñàíî â ðåøåíèè ïóíêòà à).

â) Äà, ýòî òîæå âîçìîæíî. Ïóñòü èçíà÷àëüíî âûïèñàíî ÷èñëî

p

q
, ãäå ÷èñëà p è q

íàòóðàëüíûå è íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé. Â ÷àñòíîñòè, p è q íå ìîãóò îäíîâðåìåííî
áûòü ÷¼òíûìè. Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

1. ×èñëî q íå÷¼òíîå.

Òîãäà íàøå íàáëþäåíèå ïîçâîëÿåò íàì âûïèñàòü öåëîå (è äàæå ÷¼òíîå) ÷èñëî

p

q
· q2 = pq, à êàê ïîëó÷èòü èç íåãî åäèíèöó, îïèñàíî â ðåøåíèè ïóíêòà á);

2. ×èñëî q ÷¼òíîå.

Çíà÷èò p � íå÷¼òíîå. Âûïèøåì

p

q
/
(

p

q

)2

= q

p
. Çàäà÷à ñâåäåíà ê ïðåäûäóùåìó

ñëó÷àþ.

ã) Íåò, íå âñåãäà. Ïóñòü èçíà÷àëüíî âûïèñàíî ÷èñëî 1. Ïîêàæåì, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå

âñå ÷èñëà, êîòîðûå ìû êîãäà-ëèáî âûïèøåì íà äîñêó, ïðåäñòàâèìû â âèäå îòíîøåíèÿ

äâóõ íå÷¼òíûõ ÷èñåë. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ýòî òàê. Òåïåðü âîçüìåì êàêèå-

íèáóäü

m
n
è

p

q
, ãäåm,n, p, q íå÷¼òíûå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âñå òðè ÷èñëà m

n
·
(

p

q

)2

,

m
n
/
(

p

q

)2

è

m
n
+2 · p

q
= mq+2pn

nq
ñíîâà ïðåäñòàâèìû â âèäå îòíîøåíèÿ äâóõ íå÷¼òíûõ. Òàêèì îáðàçîì,

ìû íèêîãäà íå ïîëó÷èì ÷èñëî 2.
ä) Äà, íàïðèìåð, x = 2. Â ïóíêòå á) îïèñàíî, êàê èç ÷èñëà 2 ïîëó÷èòü åäèíèöó.

Âûïèøåì òàêæå 2/22 = 1
2
. Ïðèáàâèâ ê åäèíèöå 2 · 1

2
íóæíîå ÷èñëî ðàç, ìîæåì ïîëó-

÷èòü ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íàêîíåö, åñëè ìû ïîëó÷èëè pq è q, òî äàëåå èìååì

ïðàâî âûïèñàòü pq/q2 = p

q
. Òàêèì îáðàçîì, âîçìîæíî ïîëó÷èòü ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå

ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.


