
9 êëàññ

9.1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå øåñòèçíà÷íîå ÷èñëî, êðàòíîå 11, ó êîòîðîãî ñóììà ïåð-
âîé è ÷åòâ¼ðòîé öè�ð ðàâíà ñóììå âòîðîé è ïÿòîé öè�ð è ðàâíà ñóììå òðåòüåé è

øåñòîé öè�ð.

�åøåíèå. Ïóñòü èñêîìîå ÷èñëî èìååò âèä 1000xy, ãäå x, y � íåêîòîðûå öè�ðû.

Òîãäà ïî óñëîâèþ ñóììà ïåðâîé è ÷åòâ¼ðòîé öè�ð ðàâíà 1, îòêóäà x = y = 1. Íî ÷èñëî
100011 íå êðàòíî 11. Ïîýòîìó áóäåì èñêàòü ÷èñëî âèäà 1001xy. Òîãäà x = y = 2, à
÷èñëî 100122 äåëèòñÿ íà 11.

Îòâåò. 100122.

9.2. Òî÷êà I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Îïèñàííàÿ
îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà BIC êàñàåòñÿ ïðÿìîé AB. Äîêàæèòå, ÷òî ýòà îêðóæ-

íîñòü êàñàåòñÿ ïðÿìîé AC.

�åøåíèå. Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî BI è CI � áèññåêòðèñû óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC.
Îáîçíà÷èì òî÷êîé O öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BIC. Èç óñëîâèÿ êà-
ñàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ∠OBA = 90◦. Ïóñòü ∠IBA = ∠IB = β, òîãäà ∠OBC = 90◦ − 2β.
Òðåóãîëüíèê OBC � ðàâíîáåäðåííûé, à çíà÷èò ∠OCB = 90◦−2β è ∠BOC = 4β. Òðå-
óãîëüíèê BOI � ðàâíîáåäðåííûé è ∠OBA = 90◦−β, çíà÷èò ∠BOI = 2β. Òðåóãîëüíèê
COI � ðàâíîáåäðåííûé è ∠COI = ∠BOC − ∠BOI = 2β, çíà÷èò ∠OCI = 90◦ − β,
∠BCI = ∠OCI − ∠OCB = β è ∠ACI = ∠BCI = β. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠OCA = 90◦

è ïîýòîìó AC êàñàåòñÿ îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BIC, ÷òî è òðåáîâàëîñü

äîêàçàòü.

9.3. Ïåòÿ íàçâàë Âàñå äâà íåíóëåâûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëà x, y è ïîïðîñèë âû-

÷èñëèòü äâà íîâûõ ÷èñëà: x + 1
y2

è y2 + 1
x
. Âàñÿ âñ¼ ïåðåïóòàë è ïîñ÷èòàë çíà÷åíèÿ

âûðàæåíèé x2 + 1
y
è y + 1

x2 . Òåì íå ìåíåå, ðåçóëüòàòû ïîëó÷èëèñü òåìè æå, òîëüêî

â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Äîêàæèòå, ÷òî Ïåòÿ íàçâàë Âàñå äâà îäèíàêîâûõ ÷èñëà.

�åøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x 6= y. Ïî óñëîâèþ èìååì ñèñòåìó óðàâíåíèé

{

x+ 1
y2

= y + 1
x2 ,

y2 + 1
x
= x2 + 1

y
.

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïåðåïèøåì â âèäå (x− y)(x+ y) = x2− y2 = 1
x
− 1

y
= y−x

xy
.

Òàê êàê x 6= y, ïîëó÷èì x+ y = − 1
xy
.

Âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïåðåïèøåì â âèäå x − y = 1
x2 − 1

y2
= (y−x)(y+x)

x2y2
. Òàê êàê

x 6= y, ïîëó÷èì x+ y = −x2y2.
Â èòîãå

1
xy

= x2y2, òî åñòü xy = 1. Ïîäñòàâèâ â ïîñëåäíåå ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî,

ïîëó÷èì óðàâíåíèå x+ 1
x
= −1, êîòîðîå íå èìååò ðåøåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî x = y.



9.4. Äàíû íàáîð S = {1, 2, 3, . . . , 2022} è íàáîð A = {a1, a2, a3, . . . , a2022}, ÿâëÿþùèé-
ñÿ ïåðåñòàíîâêîé íàáîðà S. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ 1 6 n,m 6 2022 âûðàæåíèå

an + am äåëèòñÿ íàöåëî íà ÍÎÄ(n;m). Íàéäèòå ÷èñëî âîçìîæíûõ íàáîðîâ A.

�åøåíèå. Ïóñòü n è m ðàâíû è ðàâíû íåêîòîðîìó íå÷¼òíîìó ÷èñëó. Òîãäà

2an
.

.

. ÍÎÄ(n;n) = n, à çíà÷èò an
.

.

.n. Ïðè n > 1013 ýòî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî åñëè

an = n ïðè n = {1013, 1015, . . . , 2021}. Ïóñòü n è m � ÷¼òíûå. Òîãäà an è am äîëæíû

áûòü îäíîé ÷¼òíîñòè, à çíà÷èò âñå ÷èñëà a2, a4, . . . , a2022 îäíîé ÷¼òíîñòè, à âñå ÷èñëà

a1, a3, . . . , a2021 � äðóãîé ÷¼òíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, óæå äîêàçàíî, ÷òî a2021 � íå÷¼òíîå,

ïîýòîìó ÷èñëà a1, a3, . . . , a2021 � íå÷¼òíûå, à ÷èñëà a2, a4, . . . , a2022 � ÷¼òíûå. Âîçüì¼ì

ìàêñèìàëüíîå íå÷¼òíîå ÷èñëî k, äëÿ êîòîðîãî ak åù¼ íå îïðåäåëåíî. Ïî äîêàçàííîìó

ðàíåå ak
.

.

. k, è âñå íå÷¼òíûå ÷èñëà, áîëüøèå k, óæå îïðåäåëåíû, çíà÷èò ak = k. Ïðîäîë-
æàÿ ïðîöåññ, ïîëó÷èì ak = k ïðè âñåõ íå÷¼òíûõ k. Òåïåðü îñòàëîñü ðåøèòü çàäà÷ó äëÿ
÷èñåë a2, a4, . . . , a2022, êîòîðûå ñîâïàäàþò ñ íàáîðîì ÷èñåë 2, 4, . . . , 2022. Ïóñòü a2n = 2bn

è a2m = 2bm, ãäå 1 6 n, m, bn, bm 6 1011. Òîãäà a2n + a2m = 2(bn + bm)
.

.

. ÍÎÄ(2n; 2m) =

2ÍÎÄ(n;m). Çíà÷èò äëÿ ëþáûõ 1 6 n, m, bn, bm 6 1011 âûïîëíåíî bn+bm
.

.

. ÍÎÄ(n;m).
Ìû ñâåëè çàäà÷ó ê àíàëîãè÷íîé, íî äëÿ íàáîðà ÷èñåë {1, 2, 3, . . . , 1011}. Ïîâòîðèì àíà-

ëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ è ïîëó÷èì, ÷òî bk = k äëÿ âñåõ íå÷¼òíûõ k, çíà÷èò a2k = 2k
äëÿ âñåõ íå÷¼òíûõ k. Òåïåðü îñòàëîñü îïðåäåëèòü ÷èñëà ak ñ èíäåêñàìè, êðàòíûìè ÷å-
òûð¼ì. Ïîâòîðÿÿ ïðîöåññ ìíîãîêðàòíî, ìû äîéä¼ì äî ñèòóàöèè, êîãäà îñòàëñÿ íàáîð

÷èñåë {1, 2}, à ñîîòâåòñòâóåò îí ÷èñëàì 2p è 2p−1
òàêèì, ÷òî 2p 6 2022 < 2p+1

, òî åñòü

÷èñëàì a512 è a1024.
Ñëó÷àé 1. a512 = 512, a1024 = 1024. Â òàêîì ñëó÷àå an = n ïðè âñåõ 1 6 n 6 2022.

Óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê åñëè ÍÎÄ(n;m) = d, òî n = dx, m = dy è

an + am = n +m = d(x+ y)
.

.

. ÍÎÄ(n;m) = d.
Ñëó÷àé 2. a512 = 1024, a1024 = 512. Äëÿ âñåõ ïàð n, m, íå ðàâíûõ 512 è 1024 è

ïðè n = 512, m = 1024 óñëîâèå ïðîâåðåíî â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Âî âñåõ îñòàëüíûõ

ñëó÷àÿõ ëèáî an +512 = n+512
.

.

. ÍÎÄ(n; 1024), ÷òî âåðíî, òàê êàê ÍÎÄ(n; 1024) 6 512,

ëèáî an + 1024 = n+ 1024
.

.

. ÍÎÄ(n; 512), ÷òî âåðíî, òàê êàê 1024 êðàòíî 512.
Îáà íàáîðà ÷èñåë ïîäõîäÿò.

Îòâåò. Äâà íàáîðà.

9.5. Çàáîð Òîìà Ñîéåðà ñîñòîèò èç n äîñîê. Áåí �îäæåðñ è Áèëëè Ôèøåð ïî î÷å-

ðåäè êðàñÿò ïî îäíîé äîñêå, ïðè÷¼ì Áåí êðàñèò â êðàñíûé öâåò, à Áèëëè � â ñèíèé.

Íà÷èíàåò Áåí. Åñëè êòî-òî èç ìàëü÷èêîâ ïîêðàñèò äâå ñîñåäíèå äîñêè, òî íåìåä-

ëåííî áóäåò âûãíàí êóïàòüñÿ, à îñòàâøèéñÿ ïîëó÷èò ñåðåäèíêó îò ÿáëîêà; åñëè æå

çàáîð ïîëíîñòüþ îêðàøåí, à òàêîé ñèòóàöèè òàê è íå ñëó÷èëîñü, Òîì îñòàâëÿåò

ñåðåäèíêó îò ÿáëîêà ñåáå.

à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè n = 2022, òî Áèëëè Ôèøåð ìîæåò èçáåæàòü ó÷àñòè

îòïðàâèòüñÿ êóïàòüñÿ. (3 áàëëà)

Èìååò ëè êòî-òî èç ìàëü÷èøåê ñòðàòåãèþ, êîòîðàÿ ïîçâîëèò åìó ãàðàíòèðî-

âàííî ïîëó÷èòü ñåðåäèíêó îò ÿáëîêà, åñëè:



á) n � íå÷¼òíîå ÷èñëî, áîëüøåå 10; (5 áàëëîâ)

â) n � ÷¼òíîå ÷èñëî, áîëüøåå 10? (6 áàëëîâ)

�åøåíèå. Çàíóìåðóåì äîñêè çàáîðà îò 1 äî n â ïîðÿäêå îò îäíîãî êðàÿ çàáîðà äî

äðóãîãî.

à) Áèëëè äîñòàòî÷íî êàæäûé ðàç êðàñèòü äîñêó, ïðîòèâîïîëîæíóþ ïîêðàøåííîé

Áåíîì (ò.å. åñëè Áåí êðàñèò äîñêó ñ íîìåðîì k, òî Áèëëè � äîñêó ñ íîìåðîì n+1−k).
á) Ïîêàæåì, ÷òî òàêóþ ñòðàòåãèþ èìååò Áèëëè. ×àñòè÷íóþ ðàñêðàñêó çàáîðà áóäåì

íàçûâàòü õîðîøåé, åñëè âûïîëíÿþòñÿ âñå ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• ïîêðàøåíî ÷åòíîå ÷èñëî äîñîê (òàêèì îáðàçîì, î÷åðåäü êðàñèòü ïðèíàäëåæèò

Áåíó);

• êðàñíûå è ñèíèå äîñêè ÷åðåäóþòñÿ;

• îäíà èç êðàéíèõ äîñîê çàáîðà ñèíÿÿ;

• íèêàêèå äâå ñîñåäíèå äîñêè íå ïîêðàøåíû â îäèí öâåò.

Ïîêàæåì, ÷òî Áèëëè ìîæåò äåéñòâîâàòü òàê, ÷òî ïîñëå êàæäîãî åãî õîäà ðàñêðàñêà

áóäåò õîðîøåé (÷òî, â ÷àñòíîñòè, çíà÷èò, ÷òî Áèëëè íå âûãîíÿò êóïàòüñÿ).

Êàêóþ áû äîñêó íå ïîêðàñèë Áåí â ñàìîì íà÷àëå, Áèëëè â îòâåò ïîêðàñèò îäíó èç

êðàéíèõ äîñîê çàáîðà. Î÷åâèäíî, òàêàÿ ðàñêðàñêà õîðîøàÿ.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî åñëè (â êàêîé-ëèáî ìîìåíò âðåìåíè) ðàñêðàñêà çàáîðà õîðîøàÿ,

òî â ðåçóëüòàòå õîäà Áåíà îáðàçóåòñÿ äâå êðàñíûå äîñêè, ìåæäó êîòîðûìè íåò ñèíèõ.

Åñëè ýòè äâå äîñêè ñîñåäíèå, Áèëëè ïîáåäèë, à èíà÷å Áèëëè ìîæåò ïîêðàñèòü ëþáóþ

äîñêó ìåæäó íèìè è ñíîâà ïîëó÷èòü õîðîøóþ ðàñêðàñêó.

Ïîêàæåì, ÷òî îïèñàííàÿ ñòðàòåãèÿ ïðèíåñåò Áèëëè ñåðåäèíêó îò ÿáëîêà. Îò ïðî-

òèâíîãî: ïóñòü çàáîð ïîêðàøåí ïîëíîñòüþ è ñåðåäèíêà îò ÿáëîêà îñòàëàñü ó Òîìà, òî

åñòü íèêàêèå äâå ñîñåäíèå äîñêè íå îêðàøåíû â îäèí öâåò. Çíà÷èò, öâåòà äîñîê ÷åðå-

äóþòñÿ â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. ×èñëî n íå÷åòíîå, çíà÷èò, Áåí ïîêðàñèë íà îäíó äîñêó

áîëüøå, íî â òàêîì ñëó÷àå îáå êðàéíèå äîñêè äîëæíû áûòü êðàñíûå. Ïðîòèâîðå÷èå.

Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííàÿ ñòðàòåãèÿ ðàáîòàåò äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî n > 1.
â) Ïîêàæåì, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå ñåðåäèíêó îò ÿáëîêà ïîëó÷àåò Áèëëè.

Íàáëþäåíèå. Ïóñòü â íåêîòîðûé ìîìåíò èãðû ïîëó÷èëàñü õîðîøàÿ ðàñêðàñêà, êîòî-

ðóþ íåâîçìîæíî ïðîäîëæèòü äî øàõìàòíîé. Òîãäà Áèëëè ìîæåò ïðîäîëæèòü èãðàòü

ïî ñòðàòåãèè, îïèñàííîé â ïóíêòå á), è ïîáåäèòü.

Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûì ñâîèì õîäîì Áåí ïîêðàñèë äîñêó ñ íîìåðîì k,
îòëè÷íóþ îò äâóõ êðàéíèõ. Òîãäà åñëè k ÷åòíîå, òî Áèëëè êðàñèò äîñêó ñ íîìåðîì n,
à åñëè íå÷åòíîå, òî ñ íîìåðîì 1. Ïîëó÷èëàñü õîðîøàÿ ðàñêðàñêà, êîòîðóþ íåâîçìîæíî

ïðîäîëæèòü äî øàõìàòíîé. Çíà÷èò, ïî íàøåìó íàáëþäåíèþ Áèëëè ïîáåæäàåò.

Òåïåðü ïóñòü Áåí ñâîèì ïåðâûì õîäîì ïîêðàñèë îäíó èç êðàéíèõ äîñîê � áåç îãðà-

íè÷åíèÿ îáùíîñòè, äîñêó íîìåð 1. Áèëëè â îòâåò êðàñèò äîñêó ñ íîìåðîì n. Äàëåå
ñíîâà âîçìîæíî äâà ñëó÷àÿ:



1. Áåí êðàñèò ëþáóþ äîñêó, êðîìå òðåòüåé. Òîãäà Áèëëè ñàì êðàñèò òðåòüþ äîñêó

è, ñîãëàñíî íàøåìó íàáëþäåíèþ, âûèãðûâàåò;

2. Áåí êðàñèò äîñêó íîìåð 3. Òîãäà Áèëëè êðàñèò ïÿòóþ. Áåí ñâîèì õîäîì âûíóæäåí

ïîêðàñèòü êàêóþ-òî äîñêó ìåæäó ïÿòîé è n-é, à Áèëëè â îòâåò êðàñèò äîñêó íîìåð
2. Ìû îïÿòü ïîëó÷èëè õîðîøóþ ðàñêðàñêó, íå ïðîäîëæàþùóþñÿ äî øàõìàòíîé,

è Áèëëè ñíîâà ïîáåæäàåò.

Òàêèì îáðàçîì, Áèëëè âûèãðûâàåò ïðè ëþáûõ äåéñòâèÿõ Áåíà.

Îòìåòèì, ÷òî íàøà ñòðàòåãèÿ ðàáîòàåò äëÿ âñåõ ÷¼òíûõ n > 8. Îñòàâøèåñÿ íåðàçî-
áðàííûìè ñëó÷àè n = 1, 2, 4, 6 ìû îñòàâëÿåì çàèíòåðåñîâàííîìó ÷èòàòåëþ.


