
10-11 êëàññ

10-11.1. �åøèòå ñèñòåìó â äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ:

4
√
3(a+ b+ c) =

√
45, a2 + b2 + c2 = 45

√
3,

4
√
3(a3 + b3 + c3) = 45

√
15, a4 + b4 + c4 = 2025.

�åøåíèå. Îòìåòèì, ÷òî, âçÿâ A =
√
45/ 4

√
3, ñèñòåìó ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê a+b+c = A,

a2 + b2 + c2 = 3A2
, a3 + b3 + c3 = A3

, a4 + b4 + c4 = 3A4
. Çíà÷èò â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ïîäîéäóò

ëþáûå a, b, c, ðàâíûå ïî ìîäóëþ A, åñëè ðîâíî äâà èç íèõ ïîëîæèòåëüíû. Èòàê, íàéäåíû

óêàçàííûå â îòâåòå ðåøåíèÿ. Äîêàæåì, ÷òî äðóãèõ íåò.

Ñïîñîá 1. Èç âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñðåäíåå àðè�ìåòè÷åñêîå ÷èñåë

a2, b2, c2, ðàâíîå A2
, ñîâïàäàåò ñî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì òåõ æå ÷èñåë. Çíà÷èò âñå a2, b2, c2

ðàâíû. Åñëè áû a, b, c ñîâïàäàëè, òî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ a = A/3, îòêóäà â ñèëó òðåòüåãî
A = A3/9. Òàê êàê 0 6= A2 6= 9, ÷èñëà a, b, c íå ñîâïàäàþò. Â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè A,
ïîëîæèòåëüíûõ ñðåäè a, b, c áîëüøå, òî åñòü ðîâíî äâà. Ýòî äà¼ò â òî÷íîñòè îòâåò âûøå.

Ñïîñîá 2. Òî æå ìîæíî ïîêàçàòü, íå èñïîëüçóÿ ÷åòâ¼ðòîãî óðàâíåíèÿ. Ñíà÷àëà çàìåòèì,

÷òî âñå a, b, c íå ìîãóò ðàâíÿòüñÿ A îäíîâðåìåííî. Ïóñòü, íàïðèìåð, c íå ðàâíî A. Òîãäà èç
ïåðâîãî è òðåòüåãî óðàâíåíèé a+ b = A− c 6= 0 è (a+ b)(a2 − ab+ b2) = (A− c)(A2 +Ac+ c2),
îòêóäà a2 − ab + b2 = A2 + Ac + c2. Óìíîæàÿ ïîëó÷åííîå íà äâà è ãðóïïèðóÿ, ïîëó÷àåì

3(a2 + b2)− (a + b)2 = A2 + c2 + (A+ c)2, ÷òî äàåò 3(a2 + b2)− (A− c)2 = A2 + c2 + (A + c)2.
�àñêðûâàÿ ñêîáêè, èìååì 3(a2 + b2)− A2 − c2 = 2A2 + 2c2, òî åñòü a2 + b2 = A2 + c2.

Òåïåðü, âîñïîëüçîâàâøèñü âòîðûì óðàâíåíèåì, èìååì 3A2−
c2 = a2 + b2 = A2 + c2 è A2 = c2, ÷òî â ñèëó A 6= c îçíà÷àåò
c = −A. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì

a+ b = 2A è a2 + b2 = 2A2
, îòêóäà (a + b)2 = 4A2

, 2ab = 2A2
,

(a− b)2 = 0 è a = b = A.

Îòâåò. (a, b, c) = (−
√
45/ 4

√
3,
√
45/ 4

√
3,
√
45/ 4

√
3),

(a, b, c) = (
√
45/ 4

√
3,−

√
45/ 4

√
3,
√
45/ 4

√
3),

(a, b, c) = (
√
45/ 4

√
3,
√
45/ 4

√
3,−

√
45/ 4

√
3).

10-11.2. Íà ðèñóíêå ñïðàâà èçîáðàæåíû 11 ïîäîáíûõ øå-
ñòèóãîëüíèêîâ. Øåñòü èç íèõ � À, Á, Â, �, Ä, Ö � íå

ïåðåñåêàþòñÿ, à îñòàëüíûå ïÿòü �Ä∪Ö, �∪Ä∪Ö, Â∪�∪Ä∪Ö,
Á∪Â∪�∪Ä∪Ö, À∪Á∪Â∪�∪Ä∪Ö � ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíè-

ÿìè ýòèõ øåñòè. �èñóíîê áûë ñïåöèàëüíî èñêàæ¼í, îòðåç-

êè â íåì áûëè ÷óòü ïîâ¼ðíóòû è ðàñòÿíóòû, íî ýòî íå ìåøàåò ñ÷èòàòü, ÷òî â êàæäîì

èç ýòèõ øåñòèóãîëüíèêîâ îäèí óãîë áîëüøå ðàçâåðíóòîãî, à îñòàëüíûå � ìåíüøå. Äî-

êàæèòå, ÷òî à) â øåñòèóãîëüíèêå Ö âñå óãëû, êðîìå îäíîãî, ïðÿìûå; á) ëåâûå ñòîðîíû

øåñòèóãîëüíèêîâ À è Á ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

�åøåíèå. Çàìåòèì, â êàæäîì èç ýòèõ øåñòèóãîëüíèêîâ âñå óãëû, êðîìå îäíîãî � ìåíü-

øå ðàçâ¼ðíóòîãî. Çíà÷èò óãîë áîëüøå ðàçâ¼ðíóòîãî îäèíàêîâ ó âñåõ íèõ. �àññìàòðèâàÿ òàêèå

óãëû â øåñòèóãîëüíèêàõ Á, Â, �, Ä, âèäèì, ÷òî ÷åòûðå óãëà ó Ö, à èìåííî ∠1, ∠2, ∠3, ∠4,
ðàâíû. Ñðàâíèâàÿ óãîë ∠6 ñ ñîîòâåòñòâóþùèì åìó óãëîì â Ö (òî åñòü òî ëè ñ ∠2, òî ëè ñ
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∠4), âèäèì, ÷òî ∠2 = ∠4 ðàâåí ∠6. Òåïåðü, ðàç óæ ïðàâûå ñòîðîíû ó Ö è ó Ä ÿâëÿþòñÿ

îáùåé ñòîðîíîé øåñòèóãîëüíèêà Ä∪Ö, òî ðàâíûå óãëû ∠4 è ∠6 ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííû-
ìè. Çíà÷èò òðè ñòîðîíû ó Ö ïàðàëëåëüíû, ÷òî, â ñèëó ∠2 = ∠3, îçíà÷àåò ðàâåíñòâî âñåõ
ýòèõ øåñòè óãëîâ 900. Èòàê, ïóíêò à) äîêàçàí. Ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî ÷åðåç îäíó ñòîðîíû

øåñòèóãîëüíèêîâ ïàðàëëåëüíû.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà á) îòìåòèì, ÷òî îáúåäèíåíèå À∪Á (êàê ðåçóëüòàò âû÷èòàíèÿ

Â∪�∪Ä∪Ö èç À∪Á∪Â∪�∪Ä∪Ö) ïîäîáíî îáúåäèíåíèþ Â∪� (ðåçóëüòàòà âû÷èòàíèÿ Ä∪Ö
èç Â∪�∪Ä∪Ö). Áîëåå òîãî, ïî òîé æå ïðè÷èíå, è ðàçìåðû â À è Á áîëüøå ðàçìåðîâ â Â è

�, Çíà÷èò â êàêîå-òî êîëè÷åñòâî ðàç áîëüøå áûë áû è çàçîð ó ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ ëåâûå

ñòîðîíû À è Á ïî ñðàâíåíèþ ñ çàçîðîì ìåæäó ïðÿìûìè, ñîäåðæàùèìè ïðàâûå ñòîðîíû Â

è �. Ïîñêîëüêó ýòè çàçîðû ñîâïàëè, âåäü A è � èìåþò îáùóþ òî÷êó, òî çàçîð ðàâåí íóëþ,

òî åñòü íàéäåòñÿ ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ñòîðîíû âñåõ ýòèõ øåñòèóãîëüíèêîâ (À, Á, Â,

� (à íà ñàìîì äåëå åùå è Ä).

Ïðèìå÷àíèå. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî òàêîé øåñòèóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà ñàìîïîäîá-

íûå ÷àñòè. Îí ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ñ òàêèì ñâîéñòâîì ìíîãîóãîëüíèêîì ñ ÷èñëîì ñòîðîí

áîëüøå ÷åòûð¼õ. Ïðî ýòîò øåñòèóãîëüíèê, øåñòèóãîëüíèê Àììàííà, è ïîñòðîåíèå àïåðèîäè-

÷åñêèõ ïàðêåòîâ íà åãî îñíîâå, ìîæíî ïî÷èòàòü, íàïðèìåð, â ñòàòüå Àëåêñàíäðà Øåíÿ ñ ñîàâòîðàìè.

10-11.3. Äàíû êàêèå-òî äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c, d. Èçâåñòíî, ÷òî ñóììà a cosx+
b cos 2x+c cos 3x+d cos 4x íåîòðèöàòåëüíà ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëüíîì x. Íàéäèòå a, b, c, d.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü f(x) = a cos x+b cos 2x+c cos 3x+d cos 4x. Òåïåðü èç f(x)+f(π−
x) > 0 ñëåäóåò g(x) = d cos 4x+ b cos 2x > 0. Cëîæèì g(x) > 0 ñ íåðàâåíñòâîì g(π

2
− x) > 0.

Ïîëó÷èì d cos 4x > 0. Íî êîñèíóñ ïðèíèìàåò ëþáûå çíàêè. Çíà÷èò d = 0. Ïîäñòàâëÿÿ â

g, ïîëó÷àåì g(x) = b cos 2x > 0, îòêóäà b = 0. Òîãäà f(x) = a cosx + c cos 3x. Â òî÷êàõ

x = π

2
± π

4
ïîëó÷àåì äâà íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëà f(π

2
± π

4
) = ±(c − a)

√
2/2, òî åñòü a = c

è íåîòðèöàòåëüíà �óíêöèÿ f(x) = a(cosx + cos 3x). Ïîäñòàâëÿÿ x = 0 è x = π, ïîëó÷àåì
íåîòðèöàòåëüíîñòü ±a, òî åñòü a òàêæå çàíóëÿåòñÿ. Èòàê, âñå êîý��èöèåíòû ðàâíû íóëþ.

Âòîðîå ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî a cosx+b cos 2x+c cos 3x+d cos 4x ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé
�óíêöèè a sin x+ b

2
sin 2x+ c

3
sin 3x+ d

4
sin 4x. Ýòà �óíêöèÿ íå óáûâàåò, òàê êàê å¼ ïðîèçâîäíàÿ

íåîòðèöàòåëüíà. Ïîñêîëüêó ýòà �óíêöèÿ ðàâíà íóëþ â òî÷êàõ 0 è 2π, çíà÷èò âî âñåõ òî÷êàõ
ðàâíà íóëþ è îíà, è åå ïðîèçâîäíàÿ. Èòàê, ïðè ëþáûõ x

12a sin x+ 6b sin 2x+ 4c sin 3x+ 3d sin 4x = 0, a cosx+ b cos 2x+ c cos 3x+ d cos 4x = 0.

Ïîäñòàâëÿÿ π/2 â ïåðâîå è 0 âî âòîðîå, ïîëó÷àåì a− 4c = 0, a + b + c + d = 0. Ïîäñòàâëÿÿ
π/2 â ïåðâîå è 0 âî âòîðîå, ïîëó÷àåì 12a − 4c = 0, a + b + c + d = 0. Ïîäñòàâëÿÿ òóäà æå

π/4 è π, èìååì (12a+ 4c)
√
2/2 = 0 è a− c+ b− d = 0. Èç 12a− 4c = 0 è (12a+ 4c)

√
2/2 = 0

ñëåäóåò, ÷òî a = c = 0. Òåïåðü b+ d = a+ b+ c+ d = 0 âìåñòå 
 b− d = a− c+ b− d = 0 äàþò
b = d = 0.

Îòâåò. (a, b, c, d) = (0, 0, 0, 0).

Ïðèìå÷àíèå. Ýòà çàäà÷à î ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìîíîìîâ, áî-

ëåå óäîáíûõ äëÿ ïðàêòèêè, ÷åì xn
. Íà ýòîé íåçàâèñèìîñòè îñíîâàíà ìàññà âû÷èñëèòåëü-

íûõ ìåòîäîâ, îò ðÿäà Ôóðüå äî ñàìûõ ñîâðåìåííûõ è âîñòðåáîâàííûõ. Îñòàâèì îáùèé ñëó-

÷àé ýòîé çàäà÷è (ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü âñåõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìîíîìîâ: sin x, cosx,
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sin 2x, cos 2x,...) êàê óïðàæíåíèå ïûòëèâîìó ÷èòàòåëþ. Òåì áîëåå, ÷òî îñíîâíóþ èäåþ ýòîãî

ðåøåíèÿ, ðàâíî êàê è îñíîâíóþ íóæíóþ àíàëîãèþ, ìû óæå íàïèñàëè âûøå...

10-11.4. Äàíà çàìêíóòàÿ íåñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ ëîìàíàÿ â ïðîñòðàíñòâå. Èçâåñòíî,

÷òî íåò ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ ñîäåðæàëà áû å¼ âñþ. Âåðíî ëè, ÷òî âñåãäà íàéäåòñÿ íå ñî-

äåðæàùàÿ íè îäíîãî å¼ çâåíà ïëîñêîñòü, êîòîðàÿ ðàçðåæåò ýòó ëîìàíóþ à) íå ìåíüøå,

÷åì íà ÷åòûðå ÷àñòè; á) ðîâíî íà ÷åòûðå ÷àñòè?

�åøåíèå. Áóäåì îòðåçêè ëîìàíîé íàçûâàòü çâåíüÿìè, à êîíöû çâåíüåâ � âåðøèíàìè.

Íàòÿíåì íà ëîìàíóþ âûïóêëóþ îáîëî÷êó (ìèíèìàëüíûé ïî îáú¼ìó âûïóêëûé ìíîãîãðàí-

íèê, ñîäåðæàùèé âñå å¼ âåðøèíû, ìàêñèìàëüíûé ïî îáú¼ìó ìíîãîãðàííèê ñ âåðøèíàìè

ñðåäè âåðøèí ëîìàíîé). Ýòî âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê. Îáîçíà÷èì êàêóþ-òî åãî âåðøèíó

÷åðåç A. Îíà ÿâëÿåòñÿ è âåðøèíîé ëîìàíîé, èç íå¼ âûõîäèò äâà çâåíà, íî èç íåå âûõîäèò

õîòÿ áû òðè ðåáðà ìíîãîãðàííèêà. Òîãäà íàéä¼òñÿ ðåáðî, êîòîðîå çâåíîì íå ÿâëÿåòñÿ. Îáî-

çíà÷èì åãî ÷åðåç AA0. Êàê ÷åðåç A, òàê è ÷åðåç A0, ïðîõîäèò ðîâíî ïî äâà çâåíà, îáîçíà÷èì

èõ ÷åðåç BA, AC, B0A0, A0C0 (ïðè ýòîì íå èñêëþ÷åíû ñîâïàäåíèÿ B = B0 è C = C0). Ïóñòü

r � ñàìîå ìàëåíüêîå ðàññòîÿíèå îò A, A0 äî äðóãèõ âåðøèí ëîìàíîé. Îòëîæèì íà AB, AC
îòðåçêè AD, AE äëèíîé r/4 êàæäûé. Òåïåðü òî÷êà A0 íà ïëîñêîñòè A0DE, A � ïî îäíó å¼

ñòîðîíó, à âñå îñòàëüíûå âåðøèíû ëîìàíîé � ïî äðóãóþ. Ïóñòü s � ñàìîå ìàëåíüêîå ðàñ-

ñòîÿíèå îò ïëîñêîñòè A0DE äî îòëè÷íûõ îò A0 âåðøèí ëîìàíîé. Îòëîæèì íà A0C0 îòðåçîê

A0F äëèíîé s/4. Òåïåðü òî÷êè A, A0 ïî îäíó ñòîðîíó îò ïëîñêîñòè FCD, à âñå îñòàëüíûå
âåðøèíû ëîìàíîé � ïî äðóãóþ. Íó òîãäà ýòà ïëîñêîñòü ìîæåò ïåðåñå÷ü òîëüêî çâåíüÿ, èäó-

ùèå îò A è A0 ê îñòàëüíûì âåðøèíàì, òàêèõ çâåíüåâ ðîâíî ÷åòûðå (BA, AC, B0A0, A0C0).

Ïëîñêîñòü ïåðåñåêëà çàìêíóòóþ ëîìàíóþ ðîâíî â ÷åòûð¼õ òî÷êàõ, çíà÷èò ðàçäåëèëà å¼ ðîâ-

íî íà ÷åòûðå êóñêà. Äâà èç íèõ (âìåñòå ñ A è A0) ïî îäíó å¼ ñòîðîíó, äâà � ïî äðóãóþ. ×òî

è òðåáîâàëîñü.

Ïðèìå÷àíèå. Çàäà÷ó ìîæíî ðåøàòü è ïðèíöèïèàëüíî ïî-äðóãîìó. Â îäíîé èç ñåðü¼ç-

íûõ ìîíîãðà�èé âñòðå÷àëîñü ðåøåíèå, ê ïðèìåðó, è ÷åðåç ÷åáûø¼âñêèå ðàäèóñû. Âïðî÷åì,

òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ â òîé êíèãå áûëî ãîðàçäî áîëüøå.

10-11.5. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b è ïðîñòîå ÷èñëî d òàêèå, ÷òî a2 + b2 äåëèòñÿ

íà d è ÷èñëà a è b âçàèìíî ïðîñòû. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàêèõ-òî íàòóðàëüíûõ k, i < d
à) èç òîãî, ÷òî Na2 è Nb2 äåëÿòñÿ íà d äëÿ êàêîãî-òî íàòóðàëüíîãî N , ñëåäóåò, ÷òî

è N äåëèòñÿ íà d; (2 áàëëà)

á) ÷èñëî k2a2 − i2b2 òîæå äåëèòñÿ íà d; (5 áàëëîâ)

â) ÷èñëî k2 + i2 äåëèòñÿ íà d; (3 áàëëà)

ã) âûïîëíåíî k2 + i2 = d. (4 áàëëà)

�åøåíèå. Äîêàæåì âñå ïóíêòû äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà d íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì êâàäðàòîì.

à) Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó a, b âçàèìíî ïðîñòû, d ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå d = d0dadb,
ãäå da è db � íàèáîëüøèå îáùèå äåëèòåëè ïàðû d, a2 è ïàðû d, b2 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì d0
âçàèìíî ïðîñòî è ñ a, è ñ b. Åñëè Na2 è Nb2 äåëÿòñÿ íà d = d0dadb, òî N îáÿçàíî äåëèòüñÿ è
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íà dbd0, è íà dad0. Ïîñêîëüêó da è db âçàèìíîïðîñòû âñëåä çà a è b, N äåëèòñÿ è íà d = dbdad0,
÷òî è òðåáîâàëîñü.

á) Âîçüìåì íàòóðàëüíîåM > 1 òàê, ÷òîM2 > d > (M−1)2. Âûïèøåì îñòàòêè îò äåëåíèÿ

íà d ÷èñåë ka + ib äëÿ âñåõ ïàð (k, i) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå áîëüøèõ M . Â ñèëó M2 > d
ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå íàéäåòñÿ äâà îäèíàêîâûõ îñòàòêà äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàð (k1, i1), (k2, i2).
Çíà÷èò (k1 − k2)a+ (i1 − i2)b äåëèòñÿ íà d. Òîãäà íà d äåëèòñÿ è

|k1 − k2|2a2 − |i1 − i2|2b2 =
(

(k1 − k2)a + (i1 − i2)b
)(

(k1 − k2)a− (i1 − i2)b
)

.

Ïîñêîëüêó |k1 − k2|2, |i1 − i2|2 íå áîëüøå (M − 1)2 < d, òî èõ è ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå

k2
, i2, åñëè ïîêàçàòü, ÷òî íè îäíî èç íèõ íå íîëü. Ñäåëàåì ýòî. Îäíîâðåìåííî k, i â íîëü

îáðàòèòüñÿ íå ìîãóò, ïîñêîëüêó áûëè âûáðàíû ðàçëè÷íûå ïàðû (k1, i1), (k2, i2). Åñëè æå îäíî
èç íèõ îêàçàëîñü áû ðàâíî íóëþ, ïóñòü i, òî íà d äåëèëîñü áû ka, à çíà÷èò è ka2, kb2. Òåïåðü
èç ïóíêòà à) ñ N = k ñëåäîâàëî áû, ÷òî N = k äåëèò
ÿ íà d, íî â ñèëó ïîêàçàííîãî âûøå
k2 < d ýòî äàâàëî áû k2 < d 6 k, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, k, i 6= 0.

â) Ïî ïóíêòó á) äëÿ êàêèõ-òî íàòóðàëüíûõ k, i < d ÷èñëî k2a2 − i2b2 äåëèòñÿ íà d, ïî
óñëîâèþ i2(a2+ b2) è k2(a2+ b2) òîæå äåëÿòñÿ íà d. Òåïåðü è ñóììà k2a2+ i2a2 = (k2+ i2)a2, è
ðàçíîñòü −i2b2−k2b2 = −(k2+i2)b2 äåëÿòñÿ íà d. Ïðèìåíÿÿ ïóíêò à) 
 N = k2+i2, ïîëó÷àåì,
÷òî k2 + i2 äåëèòñÿ íà d.

ã) Ïîâòîðèì äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà á), çàìåòèâ ëèøü äîïîëíèòåëüíî, ÷òî k2 = |k1− k2|2,
i2 = |i1 − i2|2 íå áîëüøå (M − 1)2 < d, òî åñòü k2 + i2 6 d − 1 + d − 1 < 2d. Ïîâòîðèì
äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà â), óáåäèâøèñü ëèøü, ÷òî íàòóðàëüíîå ÷èñëî k2+ i2, êîòîðîå äåëèòñÿ
íà d, âñ¼ åù¼ ìåíüøå 2d. Çíà÷èò îíî ðàâíî d.

Ïðèìå÷àíèå.Ôîðìóëèðîâêà ïóíêòà ã) íàéäåíà âÆóðíàëå ýëåìåíòàðíîé ìàòåìàòèêè, ò.2, �13, 1886, ñ. 302-304.

�åøåíèå èçëîæåííîå òàì, êîíñòðóêòèâíî, íå òðåáóåò îñîáûõ çíàíèé, íî êðàéíå ãðîìîçäêî

ñâîèìè àëãåáðàè÷åñêèìè âûêëàäêàìè. Èäåÿ èçëîæåííîãî çäåñü äîêàçàòåëüñòâà âîñõîäèò ê

Ëàãðàíæó. Ïîäðîáíåå, è ïðî äîêàçàòåëüñòâî Ëàãðàíæà, è ïðî ÷èñëà, ïðåäñòàâèìûå â âèäå

ñóììû êâàäðàòîâ, ìîæíî ïîñìîòðåòü, íàïðèìåð, â Êâàíòå, �3, 1999, ñòð.22.
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