
�ÅØÅÍÈß

9 êëàññ

9.1. Â ðÿä çàïèñàëè ÷èñëà: ñíà÷àëà âñå íå÷¼òíûå îò 1 äî 2025 (ïî âîçðàñòàíèþ), à çàòåì
âñå ÷¼òíûå îò 2024 äî 2 (ïî óáûâàíèþ). Ñêîëüêî ÷èñåë äåëÿòñÿ íà íîìåð ñâîåé ïîçèöèè â

ýòîì ðÿäó?

�åøåíèå. Ïðè 1 6 k 6 1013 ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîä íîìåðîì k ðàâåí 2k − 1, à
ïðè 1014 6 k 6 2025 � ðàâåí 2026 − 2 · (k − 1013) = 4052 − 2k. ×èñëî 2k − 1 äåëèòñÿ íà

k òîëüêî ïðè k = 1. Åñëè 4052 − 2k äåëèòñÿ íà k, òî k � äåëèòåëü ÷èñëà 4052 = 22 · 1013,
áîëüøèé 1013. Ïîñêîëüêó ÷èñëî 1013 ïðîñòîå, íàèìåíüøèé âîçìîæíûé äåëèòåëü ðàâåí 2026,
÷òî íåâîçìîæíî.

Îòâåò. Îäíî.

9.2. Çàÿö è ÷åðåïàõà óñòðîèëè çàáåã ïî êðóãîâîé òðîïèíêå. Îíè ñòàðòóþò îäíîâðå-

ìåííî èç îäíîé òî÷êè â îäíîì íàïðàâëåíèè, êàæäûé � ñî ñâîåé ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.

Çàÿö áûñòðåå ÷åðåïàõè. Êàæäûé ðàç, êîãäà çàÿö è ÷åðåïàõà âñòðå÷àëèñü â îäíîé òî÷êå,

÷åðåïàõà ìãíîâåííî ðàçâîðà÷èâàëàñü è ñ òîé æå ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ äâèãàëàñü â ïðî-

òèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè. Êîãäà ÷åðåïàõà âïåðâûå âåðíóëàñü íà òî÷êó ñòàðòà, çàÿö

âñòðåòèë å¼ â 209-ûé ðàç. Âî ñêîëüêî ðàç ñêîðîñòü çàéöà áîëüøå ñêîðîñòè ÷åðåïàõè?

�åøåíèå. Ïðèìåì äëèíó òðîïèíêè çà 1 êì. Ïóñòü ñêîðîñòü çàéöà â k ðàç áîëüøå. Òîãäà
åñëè ñêîðîñòü ÷åðåïàõè ðàâíà v êì/÷, ñêîðîñòü çàéöà ðàâíà kv êì/÷. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò,

÷òî 105 îáãîíîâ ïðîèçîøëî, êîãäà ÷åðåïàõà ïîëçëà ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ çàéöà, à 104

îáãîíà � êîãäà îíà ïîëçëà â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè. ×åðåç êàæäûå äâà îáãîíà

÷åðåïàõà ïðîïîëçàåò â íàïðàâëåíèè áåãà çàéöà ðàññòîÿíèå
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�åøèâ óðàâíåíèå 1 = 209+k

k2−1
, ïîëó÷èì åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü k = 15.

Îòâåò. Â 15 ðàç.

9.3. Äàíû ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a è b. Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê ñî

ñòîðîíàìè 1, a, 2a2 è ñóùåñòâóåò òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 1, b, 2b2. Äîêàæèòå, ÷òî ñó-

ùåñòâóåò òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè a, b, ab.

�åøåíèå. Èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî 1+a > 2a2 è 2a2+a > 1.
Ïåðâîå íåðàâåíñòâî ïåðåïèøåì â âèäå (a−1)(2a+1) < 0, à âòîðîå � â âèäå (a+1)(2a−1) > 0.
Îáà íåðàâåíñòâà âåðíû ëèøü â ñëó÷àå

1

2
< a < 1. Àíàëîãè÷íî, 1

2
< b < 1. Íåðàâåíñòâî a+b >

1



ab âåðíî, ïîñêîëüêó ab < a < a+b. Äîêàæåì, ÷òî a+ab > b. a+ab = a(b+1) > b+1

2
> b+b

2
= b.

Íåðàâåíñòâî b+ ab > a äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

9.4. à) Äèìà ðåøèë ïîêðàñèòü íåêîòîðûå êëåòêè áåñêîíå÷íîé âî âñå ñòîðîíû êëåò÷à-

òîé äîñêè â òðè öâåòà � êðàñíûé, ñèíèé, çåë¼íûé. Îí õî÷åò, ÷òîáû â êàæäîé ãîðèçîí-

òàëüíîé ïîëîñêå 1×3 áûëà õîòÿ áû îäíà êðàñíàÿ êëåòêà, â êàæäîé âåðòèêàëüíîé ïîëîñêå

1×3 áûëà õîòÿ áû îäíà ñèíÿÿ êëåòêà, à â êàæäîì êâàäðàòå 2×2 áûëà õîòÿ áû îäíà çåë¼-

íàÿ êëåòêà. Äîêàæèòå, ÷òî íà ðàñêðàøåííîé ïî òàêèì ïðàâèëàì áåñêîíå÷íîé êëåò÷àòîé

äîñêå íå áóäåò íåçàêðàøåííûõ êëåòîê. (3 áàëëà)

á) Òåïåðü Äèìà âçÿë êâàäðàò 30×30 è ðåøèë ïîêðàñèòü êàêèå-òî åãî êëåòêè â êðàñíûé,
ñèíèé è çåë¼íûé öâåòà òàê, ÷òîáû â ýòîì êâàäðàòå âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ, îïèñàííûå âûøå.

Ìîæåò ëè îí îñóùåñòâèòü ýòó çàäà÷ó, íå ïîêðàñèâ ðîâíî 75 êëåòîê? (4 áàëëà)

�åøåíèå. Ëþáîé êâàäðàò 3× 3 ìîæíî ðàçáèòü íà òðè ãîðèçîíòàëüíûå èëè íà òðè âåð-
òèêàëüíûå ïîëîñêè. Ïîýòîìó â êàæäîì òàêîì êâàäðàòå õîòÿ áû òðè êðàñíûõ è õîòÿ áû òðè

ñèíèõ êëåòêè.

à) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü íåçàêðàøåííàÿ êëåòêà. Âîçüì¼ì êâàäðàò 3 × 3 ñ öåíòðîì â

ýòîé êëåòêå. Ïî äîêàçàííîìó ðàíåå, â òàêîì êâàäðàòå íå ìîæåò áûòü áîëåå äâóõ çåë¼íûõ

êëåòîê. Ýòîò êâàäðàò ñîäåðæèò ÷åòûðå êâàäðàòà 2× 2, à ëþáàÿ çåë¼íàÿ êëåòêà ñîäåðæèòñÿ
îäíîâðåìåííî íå áîëåå, ÷åì â äâóõ óêàçàííûõ êâàäðàòàõ 2×2. Çíà÷èò îáå êëåòêè ñîäåðæàòñÿ
ðîâíî â äâóõ êâàäðàòàõ 2×2, çíà÷èò îíè ñòîÿò íå â óãëàõ. Åñëè îíè ðàñïîëîæåíû â ñîñåäíèõ

ñòîðîíàõ êâàäðàòà 3×3, òî îíè ñîäåðæàòñÿ òîëüêî â òð¼õ êâàäðàòàõ 2×2. Çíà÷èò îíè ñòîÿò
â ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ. Íî òîãäà â ýòîì êâàäðàòå ëèáî ñðåäíèé ñòîëáåö íå ñîäåðæèò

ñèíèõ êëåòîê, ëèáî ñðåäíÿÿ ñòðîêà íå ñîäåðæèò êðàñíûõ êëåòîê � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò

âñå êëåòêè ïîêðàøåíû.

á) Êâàäðàò 30 × 30 ðàçáèâàåòñÿ íà 300 ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëîñîê, íà 300 âåðòèêàëüíûõ

ïîëîñîê èëè íà 225 êâàäðàòîâ 2 × 2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåçàêðàøåííûõ êëåòîê íå áîëåå

75, ïðè ýòîì èõ ìîæåò áûòü ðîâíî 75 òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà â êàæäîé ãîðèçîíòàëüíîé

ïîëîñêå ðîâíî îäíà êðàñíàÿ êëåòêà, â êàæäîé âåðòèêàëüíîé � ðîâíî îäíà ñèíÿÿ êëåòêà,

à â êàæäîì êâàäðàòå 2 × 2 ðîâíî îäíà çåë¼íàÿ êëåòêà. Èç ïóíêòà à) ìû ïîíèìàåì, ÷òî

íåçàêðàøåííûå êëåòêè ìîãóò áûòü òîëüêî íà ãðàíèöå êâàäðàòà. Íåóãëîâûõ íåçàêðàøåííûõ

êëåòîê õîòÿ áû 71, òîãäà ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå íà êàêîé-òî ñòîðîíå êâàäðàòà 30 × 30 åñòü
õîòÿ áû 18 íåçàêðàøåííûõ ñðåäè 28 íåóãëîâûõ êëåòîê. Òàê êàê 18 · 2 > 28, òî íàéäóòñÿ

äâå ñîñåäíèå íåçàêðàøåííûå êëåòêè. �àññìîòðèì ýòè äâå êëåòêè è ïóñòü îíè íàõîäÿòñÿ â

âåðõíåé ñòðîêå. �àññìîòðèì êâàäðàò 2× 2, ñîäåðæàùèé âûáðàííûå íåçàêðàøåííûå êëåòêè.
Â ýòîì êâàäðàòå åñòü çåë¼íàÿ êëåòêà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ïóñòü îíà ïîä ïðàâîé

íåçàêðàøåííîé êëåòêîé. �àññìîòðèì êâàäðàò 3 × 3, â êîòîðîì íåçàêðàøåííàÿ êëåòêà è

çåë¼íàÿ êëåòêà ïîä íåé íàõîäÿòñÿ â ñàìîì ïðàâîì ñòîëáöå. Âíóòðè ýòîãî êâàäðàòà ëåâûé

âåðõíèé êâàäðàò 2× 2 ñîäåðæèò çåë¼íóþ êëåòêó. Ìû íàøëè êâàäðàò 3 × 3, â êîòîðîì õîòÿ

áû äâå íåçàêðàøåííûå è õîòÿ áû äâå çåë¼íûå êëåòêè, çíà÷èò â í¼ì íåò òð¼õ êðàñíûõ èëè

òð¼õ ñèíèõ êëåòîê � ïðîòèâîðå÷èå.

9.5. Â îñòðîóãîëüíîì íåðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå ABC (AB > AC) ïðîâåäåíû âûñî-

òû AA1, BB1 è CC1, òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC, òî÷êè B2 è C2 � ñåðåäèíû âûñîò

2



BB1 è CC1 ñîîòâåòñòâåííî, íå ñîâïàäàþùèå ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò ABC. Òî÷êà P
� îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåä¼ííîãî èç âåðøèíû A ê ïðÿìîé B1C1.

à) Äîêàæèòå, ÷òî ∠A1AC = ∠PAC1; (2 áàëëà)

á) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè M,A1, B2, C2 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè; (2 áàëëà)

â) Ïóñòü òî÷êà X ñèììåòðè÷íà òî÷êå B îòíîñèòåëüíî òî÷êè A1, à òî÷êà Y � ñèì-

ìåòðè÷íà òî÷êà B1 îòíîñèòåëüíî òî÷êè P . Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè AB1X è ABY
ðàâíû; (3 áàëëà)

ã) Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A1 è P ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé B2C2; (4 áàëëà)

ä) Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê PB2C2 ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó ABC. (3 áàëëà)

�åøåíèå. à) ×åòûð¼õóãîëüíèê BCB1C1 âïèñàííûé, òàê êàê íà BC îïèðàþòñÿ ïðÿìûå

óãëû BB1C è CC1B. Çíà÷èò ∠AC1P = ∠ACB, èç ÷åãî ñëåäóåò ïîäîáèå òðåóãîëüíèêîâ PAC1

è A1AC è òðåáóåìîå ðàâåíñòâî óãëîâ.

á) Ïóñòü H � îðòîöåíòð ABC. Îòðåçêè MB2 èMC2

ÿâëÿþòñÿ ñðåäíèìè ëèíèÿìè ñîîòâåòñòâåííî òðåóãîëü-

íèêîâ BB1C è CC1B, à çíà÷èò ∠MB2B1 = ∠MC2C1 =
90◦. Òî÷êè A1, B2, C2 ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì

MH .

â) Èç ïóíêòà à) ∠BAP = 90◦ − ∠AC1P = 90◦ −
∠ACB = ∠CAA1. Ïóñòü ∠BAP = ∠CAA1 = α è∠PAA1 =
β. Èç ñèììåòðèè ñëåäóåò ðàâíîáåäðåííîñòü òðåóãîëü-

íèêîâ ABX è AB1Y , â êîòîðûõ âûñîòû AA1 è AP ÿâ-

ëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè, à çíà÷èò ∠XAC = ∠BAA1 −
∠A1AC = β è ∠Y AC1 = ∠PAB1 − ∠PAC1 = β. Òðå-
óãîëüíèêè AB1X è ABY ðàâíû ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè.

ã) Ïî ïîñòðîåíèþ, B2P è B2C � ñðåäíèå ëèíèè â òðåóãîëüíèêàõ BB1Y è BB1X , çíà÷èò

B2P = 1

2
BY,B2A1 = 1

2
B1X . Èç äîêàçàííîãî â ïóíêòå â) ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ñëåäóåò,

÷òî B1X = BY , à çíà÷èò B2P = B2A1. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî C2P = C2A1. Äëÿ

ýòîãî íóæíî ñèììåòðèþ òî÷êè C îòíîñèòåëüíî A1 è ñèììåòðèþ òî÷êè C1 îòíîñèòåëüíî P
è ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ èç ïóíêòà â). Èç ýòîãî ñëåäóåò ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ PB2C2 è

A1B2C2, à òàêæå ñèììåòðèÿ A1 è P îòíîñèòåëüíî B2 è C2.

ä) Â ñèëó ïóíêòà ã) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïîäîáèå òðåóãîëüíèêîâ ABC è A1B2C2. Èç

AB > AC ñëåäóåò, ÷òî M ëåæèò ìåæäó A1 è B, à B2 � ìåæäó H è B. Èç äîêàçàííîé
â ïóíêòå á) âïèñàííîñòè ñëåäóåò, ÷òî ∠A1B2C2 = ∠A1MC2 = ∠A1BC1 = ∠ABC. Èç òîé
æå âïèñàííîñòè, âíå çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè C2 ñëåäóåò ∠B2A1C2 = ∠B2HC1 =
90◦ − ∠HBA = ∠BAC . Ïîäîáèå ïî äâóì óãëàì äîêàçàíî.
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