
IX олимпиада имени Леонарда Эйлера, заключительный этап 

Решения заданий первого дня. 

1. Можно ли за каждую цифру от 0 до 9 назначить цену так, чтобы все 10 цен были различны и нашлись 

20 идущих подряд натуральных чисел, каждое из которых, кроме первого, стоит дороже предыдущего? Здесь 

цена натурального числа — это сумма цен цифр в его записи. (И. Рубанов+жюри) 

Ответ. Можно. Решение. Пусть цифры 0, 1, ..., 9 стоят 20, 21, ..., 29 рублей соответственно. Тогда числа 90, 

91, ..., 99, 100, ..., 109 стоят, соответственно, 49, 50, ..., 58, 61, 62, ..., 70 рублей.  

Замечание. Если заменить в условии задачи 20 на 21, ответ станет отрицательным. 

2. График y x b x c   , где c > 0, имеет с осью ординат общую точку C, а ось абсцисс пересекает в 

точках X1 и X2. Обозначим через O начало координат. Докажите, что CX1O+CX2O = 90. (А. Шкловер) 

Решение. Достаточно проверить, что CX1O = 90–CX2O = OCX2, то есть что прямоугольные треуголь-

ники COX1 и X2OC подобны. 

Пусть точки X1 и X2 имеют координаты (x1, 0) и (x2, 0) соответственно. Тогда x1 и x2 — корни уравнения  

x+b x +c = 0. Точка C имеет координаты (0, c). Заметим, что x1, x2 > 0, так как при x < 0 выражение x  не име-

ет смысла, а нулю корень равняться не может, так как c > 0. 

Подобие треугольников COX1 и X2OC означает, что OC/OX1 = OX2/OC, что равносильно равенству 

c/x1 = x2/c, то есть x1x2 = c
2
 (*). Рассмотрим квадратное уравнение y

2
+by+c = 0. Его корни равны 1x  и 2x . По 

теореме Виета имеем 1 2x x c . Возводя это равенство в квадрат, получаем равенство (*), откуда и следует 

утверждение задачи. 

3. Диагонали выпуклого четырехугольника ABCD пересекаются в точке E. Известно, что 

AB = BC = CD = DE = 1. Докажите, что AD < 2. (А. Кузнецов) 

Первое решение. Заметим, что CED < 90, потому что это угол при основании рав-

нобедренного треугольника CDE. Значит, BEC > 90, поэтому BC > CE. Обозначим че-

рез B' точку, симметричную точке B относительно прямой AC. Поскольку BC = CD = DE, 

B'CD = DCE–B'CE = CED–BCE = CBE = CDE. Также AB' = CB' = CD = 1. То-

гда треугольники DCB' и EDC равны по двум сторонам и углу между ними, откуда 

B'D = CE. Таким образом, AD  AB'+B'D = 1+CE < 1+BC = 2, что и требовалось доказать. 

Второе решение. Положим EDC = 2, EDA = , EAD = . Поскольку BC = CD = DE, имеем CBE = 2 

и CED = DCE = 90–. Так как угол CED  внешний для треугольника BEC, BCE = 90––2 = 90–3, 

откуда BAC = 90–3 и ABE = 180–BAE–BEA = 180–(90–)–(90–3) = 4. 

Предположим, что AD  2. Тогда AE+ED > 2. Значит, AE > 1 = AB. Следовательно ABE > AEB, то есть 

4 > 90–, откуда 5 > 90. Также AE > ED, поэтому  > . Поскольку CED = 90– внешний для треуголь-

ника AED, 90– = + < 2. 

Заметим, что AD  AB+BC > AC. Значит, ACD < ADC, то есть 90– > 2+. Тогда  

180–2 > 4+2 > 90+3, откуда следует, что 90 > 5. Получили противоречие с ранее доказанным неравен-

ством 5 > 90. Таким образом, AD < 2, что и требовалось доказать. 

4. У Зевса имеются весы, позволяющие узнавать вес положенного на них груза, и мешок со 100 монетами, 

среди которых есть 10- и 9-граммовые. Зевсу известно общее число N 10-граммовых монет в мешке, но неиз-

вестно, какие именно сколько весят. Он хотел бы сделать четыре взвешивания на весах и в результате гаран-

тированно найти хотя бы одну 9-граммовую монету. При каком наибольшем N это возможно? (К. Кноп) 

Ответ. При N = 15. Решение. Сначала приведём алгоритм действий Зевса при N = 15. Взвешивая какое-то 

количество монет, он по суммарному весу сразу выясняет количество тяжёлых среди взвешенных. Поскольку 

ему достаточно определить всего одну лёгкую монету, то он может в первый раз взвесить всего 8 монет. Если 

среди них есть легкие, то он продолжает взвешивать эти же монеты (а про все прочие забывает), а иначе Зевс 

делает вывод, что среди остальных монет не более семи тяжёлых, и дальше взвешивает уже другие монеты. В 



любом случае, на втором взвешивании ему достаточно взвесить четыре монеты, на третьем — две, а на четвёр-

том — одну. 

Теперь докажем, что при N > 15 задача, стоящая перед Зевсом, неразрешима. Для этого рассмотрим Анти-

зевса, который после того, как Зевс положил какие-то монеты на весы в первом взвешивании, решает, каким же 

будет вес этих монет. Антизевс старается помешать Зевсу, поэтому его действия таковы:  

– если Зевс взвесит не менее 8 и не более 108–N монет, то Антизевс делает тяжёлыми ровно 8 из них; 

– если Зевс взвесит менее 8 монет, то Антизевс сделает тяжёлыми все эти монеты,  

– если Зевс взвесит более 108–N монет, то Антизевс сделает тяжёлыми все невзвешенные.  

Ясно, что при N > 15 Антизевс добился следующего: каким бы ни было выбранное Зевсом распределение 

монет на две группы (взвешенные/невзвешенные), в каждой из групп, состоящей из не менее чем 8 монет, есть 

хотя бы 8 тяжёлых. 

На втором ходу Антизевс поступает аналогично: теперь каждая из предыдущих групп разделилась на две 

части (принимавшие участие во втором взвешивании и не участвовавшие в нем), и Антизевс добивается того, 

чтобы в каждой из четырех групп было не менее четырех тяжёлых (или все тяжёлые, если в группе менее 4 мо-

нет). После третьего взвешивания Антизевс аналогично отслеживает 8 получившихся у Зевса групп монет, 

обеспечивая, чтобы в каждой группе, состоящей хотя бы из двух монет, было не менее двух тяжёлых. И, нако-

нец, на четвертом ходу Антизевс добивается того, чтобы в каждую из непустых групп (которых не более 16) 

попала хотя бы одна тяжёлая монета. Поскольку Зевс не знает про каждую такую группу ничего, кроме ее об-

щего веса, то он не сможет отличить в этой группе тяжелую монету от легкой, а значит, не сможет гарантиро-

ванно определить ни одной легкой монеты. 


