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Çàäà÷à 1

Â-1 Ðîâíî â 8:00 îò ïðèñòàíè A âíèç ïî òå÷åíèþ ðåêè âûøåë êàòåð è îò ïðèñòàíè B,
íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè 72 êì îò À, íàâñòðå÷ó åìó ñ òîé æå ñîáñòâåííîé ñêîðîñòüþ âûøåë
äðóãîé êàòåð, à òàêæå îòïëûë ïëîò. Âòîðîé êàòåð, âñòðåòèâøèñü ñ ïåðâûì, ðàçâåðíóëñÿ è
äîãíàë ïëîò â 11:00. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ñêîðîñòè êàòåðîâ (â êì/÷), åñëè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ
ðåêè ðàâíà 3 êì/÷?

Îòâåò: 24
Ðåøåíèå. Åñëè ðàññìîòðåòü äâèæåíèå îòíîñèòåëüíî ðåêè, òî âòîðîé êàòåð çà âðåìÿ ïðîøåë

ñ ñîáñòâåííîé ñêîðîñòüþ ïóòü îò ïóíêòà B äî ñåðåäèíû C îòðåçêà AB è îáðàòíî. Ïîýòîìó åãî
ñêîðîñòü ðàâíà 72/(11− 8), ïðè÷¼ì íåçàâèñèìî îò ñêîðîñòè òå÷åíèÿ ðåêè. Îòâåò: 24.

Â-2 Ðîâíî â 9:00 îò ïðèñòàíè A âíèç ïî òå÷åíèþ ðåêè âûøåë êàòåð è îò ïðèñòàíè B,
íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè 69 êì îò À, íàâñòðå÷ó åìó ñ òîé æå ñîáñòâåííîé ñêîðîñòüþ âûøåë
äðóãîé êàòåð, à òàêæå îòïëûë ïëîò. Âòîðîé êàòåð, âñòðåòèâøèñü ñ ïåðâûì, ðàçâåðíóëñÿ è
äîãíàë ïëîò â 12:00. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ñêîðîñòè êàòåðîâ (â êì/÷), åñëè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ
ðåêè ðàâíà 2 êì/÷?

Îòâåò: 23

Â-3 Ðîâíî â 7:00 îò ïðèñòàíè A âíèç ïî òå÷åíèþ ðåêè âûøåë êàòåð è îò ïðèñòàíè B,
íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè 70 êì îò À, íàâñòðå÷ó åìó ñ òîé æå ñîáñòâåííîé ñêîðîñòüþ âûøåë
äðóãîé êàòåð, à òàêæå îòïëûë ïëîò. Âòîðîé êàòåð, âñòðåòèâøèñü ñ ïåðâûì, ðàçâåðíóëñÿ è
äîãíàë ïëîò â 12:00. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ñêîðîñòè êàòåðîâ (â êì/÷), åñëè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ
ðåêè ðàâíà 4 êì/÷?

Îòâåò: 14

Â-4 Ðîâíî â 6:00 îò ïðèñòàíè A âíèç ïî òå÷åíèþ ðåêè âûøåë êàòåð è îò ïðèñòàíè B,
íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè 85 êì îò À, íàâñòðå÷ó åìó ñ òîé æå ñîáñòâåííîé ñêîðîñòüþ âûøåë
äðóãîé êàòåð, à òàêæå îòïëûë ïëîò. Âòîðîé êàòåð, âñòðåòèâøèñü ñ ïåðâûì, ðàçâåðíóëñÿ è
äîãíàë ïëîò â 11:00. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ñêîðîñòè êàòåðîâ (â êì/÷), åñëè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ
ðåêè ðàâíà 3 êì/÷?

Îòâåò: 17

Â-5 Ðîâíî â 8:00 îò ïðèñòàíè A âíèç ïî òå÷åíèþ ðåêè âûøåë êàòåð è îò ïðèñòàíè B,
íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè 52 êì îò À, íàâñòðå÷ó åìó ñ òîé æå ñîáñòâåííîé ñêîðîñòüþ âûøåë
äðóãîé êàòåð, à òàêæå îòïëûë ïëîò. Âòîðîé êàòåð, âñòðåòèâøèñü ñ ïåðâûì, ðàçâåðíóëñÿ è
äîãíàë ïëîò â 10:00. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ñêîðîñòè êàòåðîâ (â êì/÷), åñëè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ
ðåêè ðàâíà 2 êì/÷?

Îòâåò: 26

Â-6 Ðîâíî â 9:00 îò ïðèñòàíè A âíèç ïî òå÷åíèþ ðåêè âûøåë êàòåð è îò ïðèñòàíè B,
íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè 57 êì îò À, íàâñòðå÷ó åìó ñ òîé æå ñîáñòâåííîé ñêîðîñòüþ âûøåë
äðóãîé êàòåð, à òàêæå îòïëûë ïëîò. Âòîðîé êàòåð, âñòðåòèâøèñü ñ ïåðâûì, ðàçâåðíóëñÿ è
äîãíàë ïëîò â 12:00. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ñêîðîñòè êàòåðîâ (â êì/÷), åñëè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ
ðåêè ðàâíà 4 êì/÷?

Îòâåò: 19

Â-7 Ðîâíî â 7:00 îò ïðèñòàíè A âíèç ïî òå÷åíèþ ðåêè âûøåë êàòåð è îò ïðèñòàíè B,
íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè 72 êì îò À, íàâñòðå÷ó åìó ñ òîé æå ñîáñòâåííîé ñêîðîñòüþ âûøåë
äðóãîé êàòåð, à òàêæå îòïëûë ïëîò. Âòîðîé êàòåð, âñòðåòèâøèñü ñ ïåðâûì, ðàçâåðíóëñÿ è
äîãíàë ïëîò â 11:00. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ñêîðîñòè êàòåðîâ (â êì/÷), åñëè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ
ðåêè ðàâíà 3 êì/÷?

Îòâåò: 18



Â-8 Ðîâíî â 6:00 îò ïðèñòàíè A âíèç ïî òå÷åíèþ ðåêè âûøåë êàòåð è îò ïðèñòàíè B,
íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè 64 êì îò À, íàâñòðå÷ó åìó ñ òîé æå ñîáñòâåííîé ñêîðîñòüþ âûøåë
äðóãîé êàòåð, à òàêæå îòïëûë ïëîò. Âòîðîé êàòåð, âñòðåòèâøèñü ñ ïåðâûì, ðàçâåðíóëñÿ è
äîãíàë ïëîò â 10:00. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ñêîðîñòè êàòåðîâ (â êì/÷), åñëè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ
ðåêè ðàâíà 2 êì/÷?

Îòâåò: 16

Çàäà÷à 2

Â-1 Ðåøèòå óðàâíåíèå

|x+ |x+ |x||| · ||| − y| − y| − y| = 2023.

â öåëûõ ÷èñëàõ. Â îòâåò âïèøèòå ñóììó |x|+ |y| äëÿ òîé ïàðû ðåøåíèé, äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíà
|x|+ |y| ìèíèìàëüíà.

Îòâåò: 136
Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 2023 = 7 · 172.
1) Åñëè x > 0, òî ïåðâûé ìíîæèòåëü ðàâåí 3x è óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò.
2) Åñëè y 6 0, òî âòîðîé ìíîæèòåëü ðàâåí −3y è óðàâíåíèå ðåøåíèé íå èìååò.
3) Ïóñòü x < 0, y > 0. Óðàâíåíèå ïðèìåò âèä −xy = 0, îòêóäà âîçìîæíû ðåøåíèÿ: x =

−1; y = 2023, x = −7; y = 289, x = −17; y = 119, x = −119; y = 17, x = −2023; y = 1.
min(|x|+ |y|) = 17 + 119 = 136.

Â-2 Ðåøèòå óðàâíåíèå

|x+ |x+ |x||| · ||| − y| − y| − y| = 2024.

â öåëûõ ÷èñëàõ. Â îòâåò âïèøèòå ñóììó |x|+ |y| äëÿ òîé ïàðû ðåøåíèé, äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíà
|x|+ |y| ìèíèìàëüíà.

Îòâåò: 90

Â-3 Ðåøèòå óðàâíåíèå

|x+ |x+ |x||| · ||| − y| − y| − y| = 2021.

â öåëûõ ÷èñëàõ. Â îòâåò âïèøèòå ñóììó |x|+ |y| äëÿ òîé ïàðû ðåøåíèé, äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíà
|x|+ |y| ìèíèìàëüíà.

Îòâåò: 90
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Â-4 Ðåøèòå óðàâíåíèå

|x+ |x+ |x||| · ||| − y| − y| − y| = 2030.

â öåëûõ ÷èñëàõ. Â îòâåò âïèøèòå ñóììó |x|+ |y| äëÿ òîé ïàðû ðåøåíèé, äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíà
|x|+ |y| ìèíèìàëüíà.

Îòâåò: 93

Â-5 Ïóñòü S(n) � ñóììà öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Ðåøèòå óðàâíåíèå

n+ 3S(n) = 2007.

Åñëè ðåøåíèé íåñêîëüêî, â îòâåòå óêàæèòå íàèìåíüøåå èç íèõ.
Îòâåò: 1953
Ðåøåíèå. Ïóñòü S(n) - ñóììà öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. ×èñëî 2007 êðàòíî 3 è 9. Òàê

êàê 3S(n) äåëèòñÿ íà 3, òî n òîæå äîëæíî äåëèòüñÿ íà 3. À çíà÷èò, 3S(n) äåëèòñÿ íà 9. Â òàêîì
ñëó÷àå n òîæå äîëæíî äåëèòüñÿ íà 9. Äîêàæåì, ÷òî n � ÷åòûðåõçíà÷íîå ÷èñëî. Ïóñòü n < 1000.
Òîãäà S(n) < 3 · 9 = 27. Òàêèì îáðàçîì, n+ 3S(n) < 1000 + 3 · 27 = 1081 < 2007. Ïðîòèâîðå÷èå.
×èñëî n ïÿòèçíà÷íûì òîæå áûòü, î÷åâèäíî, íå ìîæåò. Òî åñòü n � ÷åòûðåõçíà÷íîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî, n ≤ 9999, S(n) ≤ 36. Òîãäà S(n) ðàâíî 9, 18, 27 ëèáî 36. n = 2007− 3S(n). Òàê ÷òî íóæíî
ïðîâåðèòü âàðèàíòû, êîãäà n ðàâíî 2007 − 108 = 1899, 2007 − 81 = 1926, 2007 − 54 = 1953
è 2007 − 27 = 1980, è âûáðàòü èç íèõ íàèìåíüøåå ïîäõîäÿùåå. Åñëè n = 1899, òî S(n) = 27,
ñëåäîâàòåëüíî n+3S(n) = 1971+3·27 = 2052 6= 2007. Åñëè n = 1926, òî S(n) = 18, ñëåäîâàòåëüíî
n+3S(n) = 1926+3 · 18 = 1980 6= 2007. Åñëè n = 1953, òî S(n) = 18, ñëåäîâàòåëüíî n+3S(n) =
1953 + 3 · 18 = 2007. Åñëè n = 1980, òî S(n) = 18, ñëåäîâàòåëüíî n + 3S(n) = 1980 + 3 · 18 =
2034 6= 2007. Òàêèì îáðàçîì, îòâåò â çàäà÷å n = 1953.

Â-6 Ïóñòü S(n) � ñóììà öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Ðåøèòå óðàâíåíèå

n+ 3S(n) = 2016.

Åñëè ðåøåíèé íåñêîëüêî, â îòâåòå óêàæèòå íàèìåíüøåå èç íèõ.
Îòâåò: 1962

Â-7 Ïóñòü S(n) � ñóììà öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Ðåøèòå óðàâíåíèå

n+ 3S(n) = 2025.

Åñëè ðåøåíèé íåñêîëüêî, â îòâåòå óêàæèòå íàèìåíüøåå èç íèõ.
Îòâåò: 1971

Â-8 Ïóñòü S(n) � ñóììà öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Ðåøèòå óðàâíåíèå

n+ 3S(n) = 2034.

Åñëè ðåøåíèé íåñêîëüêî, â îòâåòå óêàæèòå íàèìåíüøåå èç íèõ.
Îòâåò: 1980
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Çàäà÷à 3

Â-1 Èììàíóèë îòêðûë òð¼õìåðíûé ðåäàêòîð Blender è ñîçäàë â í¼ì êóá. Ïîòîì îí ïîìåñòèë
â öåíòð êàæäîé ãðàíè êóáà ïî òî÷êå è ñîåäèíèë èõ â îêòàýäð. Çàòåì îí óâåëè÷èë ïîëó÷åííûé
îêòàýäð â 6

5
ðàçà (öåíòð îêòàýäðà îñòàëñÿ íà ïðåæíåì ìåñòå, îêòàýäð íå ïîâîðà÷èâàëñÿ) è

óäàëèë èç êóáà âñ¼, ÷òî îêàçàëîñü âíóòðè îêòàýäðà. Êàêàÿ äîëÿ (ïî îáú¼ìó) êóáà îñòàëàñü?
Äîâåäèòå äðîáü äî íåñîêðàòèìîé è â îòâåòå óêàæèòå ñóììó å¼ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Èëè,
åñëè îòâåò èððàöèîíàëüíûé (òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå) çàïèøèòå åãî â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè, äî
âòîðîãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé.

Îòâåò: 429
Ðåøåíèå. Ïóñòü ðåáðî êóáà ðàâíî 2, òîãäà äèàãîíàëü îêòàýäðà ðàâíà 2k (k = 6

5
). Òàê êàê

1 < k < 2, òî èç ãðàíè êóáà âûïèðàåò ïèðàìèäàëüíûé êîí÷èê îêòàýäðà, è âûñòóïàåò îí íà
âûñîòó, ðàâíóþ k − 1. Îáú¼ì îäíîãî òàêîãî êîí÷èêà ðàâåí 4 · 1

6
· (k − 1)3, à âñåãî èõ òîð÷èò 6

øòóê, â ñóììå 4(k − 1)3. Îáú¼ì ñàìîãî îêòàýäðà ëåãêî ïîñ÷èòàòü, ðàçáèâ åãî íà êóñî÷êè, îí
ðàâåí 4

3
k3. Îáú¼ì êóáà ðàâåí 23 = 8.

Ñëîæà è âû÷òÿ ýòè çíà÷åíèÿ â íàäëåæàùåì ïîðÿäêå (îáú¼ì êóáà - (îáú¼ì îêòàýäðà - îáú¼ì
êîí÷èêîâ)), ìû ïîëó÷èì îáú¼ì îñòàòêà îò êóáà, è åãî îòíîøåíèå ê îáú¼ìó êóáà ðàâíî

1

3
k3 − 3

2
k2 +

3

2
k +

1

2
.

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå k = 6
5
, ïîëó÷èì 179

250
, îòêóäà áåð¼òñÿ îòâåò.

Â-2 Èììàíóèë îòêðûë òð¼õìåðíûé ðåäàêòîð Blender è ñîçäàë â í¼ì êóá. Ïîòîì îí ïîìåñòèë
â öåíòð êàæäîé ãðàíè êóáà ïî òî÷êå è ñîåäèíèë èõ â îêòàýäð. Çàòåì îí óâåëè÷èë ïîëó÷åííûé
îêòàýäð â 7

5
ðàçà (öåíòð îêòàýäðà îñòàëñÿ íà ïðåæíåì ìåñòå, îêòàýäð íå ïîâîðà÷èâàëñÿ) è

óäàëèë èç êóáà âñ¼, ÷òî îêàçàëîñü âíóòðè îêòàýäðà. Êàêàÿ äîëÿ (ïî îáú¼ìó) êóáà îñòàëàñü?
Äîâåäèòå äðîáü äî íåñîêðàòèìîé è â îòâåòå óêàæèòå ñóììó å¼ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Èëè,
åñëè îòâåò èððàöèîíàëüíûé (òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå) çàïèøèòå åãî â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè, äî
âòîðîãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé.

Îòâåò: 1181

Â-3 Èììàíóèë îòêðûë òð¼õìåðíûé ðåäàêòîð Blender è ñîçäàë â í¼ì êóá. Ïîòîì îí ïîìåñòèë
â öåíòð êàæäîé ãðàíè êóáà ïî òî÷êå è ñîåäèíèë èõ â îêòàýäð. Çàòåì îí óâåëè÷èë ïîëó÷åííûé
îêòàýäð â 8

5
ðàçà (öåíòð îêòàýäðà îñòàëñÿ íà ïðåæíåì ìåñòå, îêòàýäð íå ïîâîðà÷èâàëñÿ) è

óäàëèë èç êóáà âñ¼, ÷òî îêàçàëîñü âíóòðè îêòàýäðà. Êàêàÿ äîëÿ (ïî îáú¼ìó) êóáà îñòàëàñü?
Äîâåäèòå äðîáü äî íåñîêðàòèìîé è â îòâåòå óêàæèòå ñóììó å¼ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Èëè,
åñëè îòâåò èððàöèîíàëüíûé (òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå) çàïèøèòå åãî â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè, äî
âòîðîãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé.

Îòâåò: 1069

Â-4 Èììàíóèë îòêðûë òð¼õìåðíûé ðåäàêòîð Blender è ñîçäàë â í¼ì êóá. Ïîòîì îí ïîìåñòèë
â öåíòð êàæäîé ãðàíè êóáà ïî òî÷êå è ñîåäèíèë èõ â îêòàýäð. Çàòåì îí óâåëè÷èë ïîëó÷åííûé
îêòàýäð â 9

5
ðàçà (öåíòð îêòàýäðà îñòàëñÿ íà ïðåæíåì ìåñòå, îêòàýäð íå ïîâîðà÷èâàëñÿ) è

óäàëèë èç êóáà âñ¼, ÷òî îêàçàëîñü âíóòðè îêòàýäðà. Êàêàÿ äîëÿ (ïî îáú¼ìó) êóáà îñòàëàñü?
Äîâåäèòå äðîáü äî íåñîêðàòèìîé è â îòâåòå óêàæèòå ñóììó å¼ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Èëè,
åñëè îòâåò èððàöèîíàëüíûé (òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå) çàïèøèòå åãî â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè, äî
âòîðîãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé.

Îòâåò: 321

Â-5 Èììàíóèë îòêðûë òð¼õìåðíûé ðåäàêòîð Blender è ñîçäàë â í¼ì êóá. Ïîòîì îí ïîìåñòèë
â öåíòð êàæäîé ãðàíè êóáà ïî òî÷êå è ñîåäèíèë èõ â îêòàýäð. Çàòåì îí óâåëè÷èë ïîëó÷åííûé



îêòàýäð â 125 ðàçà (öåíòð îêòàýäðà îñòàëñÿ íà ïðåæíåì ìåñòå, îêòàýäð íå ïîâîðà÷èâàëñÿ) è
óäàëèë èç êóáà âñ¼, ÷òî îêàçàëîñü âíóòðè îêòàýäðà. Êàêàÿ äîëÿ (ïî îáú¼ìó) êóáà îñòàëàñü?
Äîâåäèòå äðîáü äî íåñîêðàòèìîé è â îòâåòå óêàæèòå ñóììó å¼ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Èëè,
åñëè îòâåò èððàöèîíàëüíûé (òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå) çàïèøèòå åãî â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè, äî
âòîðîãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé.

Îòâåò: 0

Â-6 Èììàíóèë îòêðûë òð¼õìåðíûé ðåäàêòîð Blender è ñîçäàë â í¼ì êóá. Ïîòîì îí ïîìåñòèë
â öåíòð êàæäîé ãðàíè êóáà ïî òî÷êå è ñîåäèíèë èõ â îêòàýäð. Çàòåì îí óâåëè÷èë ïîëó÷åííûé
îêòàýäð â 125 ðàçà (öåíòð îêòàýäðà îñòàëñÿ íà ïðåæíåì ìåñòå, îêòàýäð íå ïîâîðà÷èâàëñÿ) è
óäàëèë èç êóáà âñ¼, ÷òî îêàçàëîñü âíóòðè îêòàýäðà. Êàêàÿ äîëÿ (ïî îáú¼ìó) êóáà îñòàëàñü?
Äîâåäèòå äðîáü äî íåñîêðàòèìîé è â îòâåòå óêàæèòå ñóììó å¼ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Èëè,
åñëè îòâåò èððàöèîíàëüíûé (òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå) çàïèøèòå åãî â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè, äî
âòîðîãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé.

Îòâåò: 0

Â-7 Èììàíóèë îòêðûë òð¼õìåðíûé ðåäàêòîð Blender è ñîçäàë â í¼ì êóá. Ïîòîì îí ïîìåñòèë
â öåíòð êàæäîé ãðàíè êóáà ïî òî÷êå è ñîåäèíèë èõ â îêòàýäð. Çàòåì îí óâåëè÷èë ïîëó÷åííûé
îêòàýäð â 135 ðàçà (öåíòð îêòàýäðà îñòàëñÿ íà ïðåæíåì ìåñòå, îêòàýäð íå ïîâîðà÷èâàëñÿ) è
óäàëèë èç êóáà âñ¼, ÷òî îêàçàëîñü âíóòðè îêòàýäðà. Êàêàÿ äîëÿ (ïî îáú¼ìó) êóáà îñòàëàñü?
Äîâåäèòå äðîáü äî íåñîêðàòèìîé è â îòâåòå óêàæèòå ñóììó å¼ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Èëè,
åñëè îòâåò èððàöèîíàëüíûé (òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå) çàïèøèòå åãî â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè, äî
âòîðîãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé.

Îòâåò: 0

Â-8 Èììàíóèë îòêðûë òð¼õìåðíûé ðåäàêòîð Blender è ñîçäàë â í¼ì êóá. Ïîòîì îí ïîìåñòèë
â öåíòð êàæäîé ãðàíè êóáà ïî òî÷êå è ñîåäèíèë èõ â îêòàýäð. Çàòåì îí óâåëè÷èë ïîëó÷åííûé
îêòàýäð â 145 ðàçà (öåíòð îêòàýäðà îñòàëñÿ íà ïðåæíåì ìåñòå, îêòàýäð íå ïîâîðà÷èâàëñÿ) è
óäàëèë èç êóáà âñ¼, ÷òî îêàçàëîñü âíóòðè îêòàýäðà. Êàêàÿ äîëÿ (ïî îáú¼ìó) êóáà îñòàëàñü?
Äîâåäèòå äðîáü äî íåñîêðàòèìîé è â îòâåòå óêàæèòå ñóììó å¼ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Èëè,
åñëè îòâåò èððàöèîíàëüíûé (òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå) çàïèøèòå åãî â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè, äî
âòîðîãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé.

Îòâåò: 0

Â-9 Èììàíóèë îòêðûë òð¼õìåðíûé ðåäàêòîð Blender è ñîçäàë â í¼ì êóá. Ïîòîì îí ïîìåñòèë
â öåíòð êàæäîé ãðàíè êóáà ïî òî÷êå è ñîåäèíèë èõ â îêòàýäð. Çàòåì îí óâåëè÷èë ïîëó÷åííûé
îêòàýäð â 11

5
ðàçà (öåíòð îêòàýäðà îñòàëñÿ íà ïðåæíåì ìåñòå, îêòàýäð íå ïîâîðà÷èâàëñÿ) è

óäàëèë èç êóáà âñ¼, ÷òî îêàçàëîñü âíóòðè îêòàýäðà. Êàêàÿ äîëÿ (ïî îáú¼ìó) êóáà îñòàëàñü?
Äîâåäèòå äðîáü äî íåñîêðàòèìîé è â îòâåòå óêàæèòå ñóììó å¼ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Èëè,
åñëè îòâåò èððàöèîíàëüíûé (òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå) çàïèøèòå åãî â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè, äî
âòîðîãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé.

Îòâåò: 407
Ðåøåíèå. Ïóñòü ðåáðî êóáà ðàâíî 2, òîãäà äèàãîíàëü îêòàýäðà ðàâíà 2k (k = 11

5
). Òàê êàê

k > 2, òî èç ãðàíåé îêòàýäðà âûïèðàþò âåðøèíêè êóáà. Íàñêîëüêî âûñîêî? Ðàññòîÿíèå îò öåí-
òðà êóáà äî åãî âåðøèíû ðàâíî

√
3. Äàëüøå íóæíî ïîíÿòü, êàê ñâÿçàíû âåëè÷èíû h è b, ãäå h �

âûñîòà òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû, ïîëó÷åííîé îòñå÷åíèåì ¾óãëà¿ êóáà ïåðïåíäèêóëÿðíî äèàãîíà-
ëè êóáà òàê, ÷òîáû îò ðåáðà êóáà îñòàëîñü b. Ñ÷èòàåì îáú¼ì òàêîé ïèðàìèäêè äâóìÿ ñïîñîáàìè
(ñ îñíîâàíèåì�ðàâíîñòîðîííèì òðåóãîëüíèêîì è îñíîâàíèåì�ïðÿìîóãîëüíûì òðåóãîëüíèêîì.)

Ïîëó÷àåì, ÷òî 1
3
· 1
2
b3 = 1

3
· h ·

√
3
2
b2, òî åñòü b =

√
3h. Èç ôîðìóëû ïîëó÷àåì, ÷òî ðàññòîÿíèå

îò öåíòðà äî ãðàíè îêòàýäðà ðàâíî k√
3
, òî åñòü âåðøèíêè êóáà âûïèðàþò íà âûñîòó

√
3− k√

3
, à

ïðèëåãàþùèå ê âûñîòå ð¼áðà èìåþò äëèíó
√
3
(√

3− k√
3

)
= 3− k.

Îáú¼ì îñòàòêîâ êóáà ðàâåí 8
6
(3− k)3, à îòíîøåíèå åãî ê îáú¼ìó ñàìîãî êóáà ðàâíî 1

6
(3− k)3

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå k = 11
5
, ïîëó÷èì 32

375
, îòêóäà áåð¼òñÿ îòâåò.



Â-10 Èììàíóèë îòêðûë òð¼õìåðíûé ðåäàêòîð Blender è ñîçäàë â í¼ì êóá. Ïîòîì îí ïîìå-
ñòèë â öåíòð êàæäîé ãðàíè êóáà ïî òî÷êå è ñîåäèíèë èõ â îêòàýäð. Çàòåì îí óâåëè÷èë ïîëó÷åí-
íûé îêòàýäð â 12

5
ðàçà (öåíòð îêòàýäðà îñòàëñÿ íà ïðåæíåì ìåñòå, îêòàýäð íå ïîâîðà÷èâàëñÿ)

è óäàëèë èç êóáà âñ¼, ÷òî îêàçàëîñü âíóòðè îêòàýäðà. Êàêàÿ äîëÿ (ïî îáú¼ìó) êóáà îñòàëàñü?
Äîâåäèòå äðîáü äî íåñîêðàòèìîé è â îòâåòå óêàæèòå ñóììó å¼ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Èëè,
åñëè îòâåò èððàöèîíàëüíûé (òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå) çàïèøèòå åãî â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè, äî
âòîðîãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé.

Îòâåò: 259

Â-11 Èììàíóèë îòêðûë òð¼õìåðíûé ðåäàêòîð Blender è ñîçäàë â í¼ì êóá. Ïîòîì îí ïîìå-
ñòèë â öåíòð êàæäîé ãðàíè êóáà ïî òî÷êå è ñîåäèíèë èõ â îêòàýäð. Çàòåì îí óâåëè÷èë ïîëó÷åí-
íûé îêòàýäð â 13

5
ðàçà (öåíòð îêòàýäðà îñòàëñÿ íà ïðåæíåì ìåñòå, îêòàýäð íå ïîâîðà÷èâàëñÿ)

è óäàëèë èç êóáà âñ¼, ÷òî îêàçàëîñü âíóòðè îêòàýäðà. Êàêàÿ äîëÿ (ïî îáú¼ìó) êóáà îñòàëàñü?
Äîâåäèòå äðîáü äî íåñîêðàòèìîé è â îòâåòå óêàæèòå ñóììó å¼ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Èëè,
åñëè îòâåò èððàöèîíàëüíûé (òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå) çàïèøèòå åãî â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè, äî
âòîðîãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé.

Îòâåò: 379

Â-12 Èììàíóèë îòêðûë òð¼õìåðíûé ðåäàêòîð Blender è ñîçäàë â í¼ì êóá. Ïîòîì îí ïîìå-
ñòèë â öåíòð êàæäîé ãðàíè êóáà ïî òî÷êå è ñîåäèíèë èõ â îêòàýäð. Çàòåì îí óâåëè÷èë ïîëó÷åí-
íûé îêòàýäð â 14

5
ðàçà (öåíòð îêòàýäðà îñòàëñÿ íà ïðåæíåì ìåñòå, îêòàýäð íå ïîâîðà÷èâàëñÿ)

è óäàëèë èç êóáà âñ¼, ÷òî îêàçàëîñü âíóòðè îêòàýäðà. Êàêàÿ äîëÿ (ïî îáú¼ìó) êóáà îñòàëàñü?
Äîâåäèòå äðîáü äî íåñîêðàòèìîé è â îòâåòå óêàæèòå ñóììó å¼ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Èëè,
åñëè îòâåò èððàöèîíàëüíûé (òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå) çàïèøèòå åãî â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè, äî
âòîðîãî çíàêà ïîñëå çàïÿòîé.

Îòâåò: 751



Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå

Îòáîðî÷íûé ýòàï 2023/24 ó÷åáíîãî ãîäà äëÿ 11 êëàññà

Çàäà÷à 4

Â-1 Ñóììà ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Sn = 3n−1 − 1

3
.

Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ 10-é ÷ëåí ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áîëüøå, ÷åì ïÿòûé ?
Îòâåò: 24200%
Ðåøåíèå. Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ a1 = S1 = 30 − 1

3
= 2

3
. Òàêæå

an = Sn − Sn−1 = 3n−1 − 3n−2 = 2 · 3n−2.

Çàìåòèì, ÷òî a1 óäîâëåòâîðÿåò ïîñëåäíåé ôîðìóëå. Çíà÷èò, äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � ãåî-
ìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñî çíàìåíàòåëåì q = 3 è ïåðâûì ÷ëåíîì a1 = 2

3
. (Çàìåòèì, ÷òî òîò

ôàêò, ÷òî ýòî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, çäåñü íåñóùåñòâåíåí, âàæíî, ÷òî íàéäåíà ôîðìóëà
îáùåãî ÷ëåíà). Òîãäà a10 = 2 · 310−2 = 2 · 38, a5 = 2 · 33. Ïåðâîå ÷èñëî áîëüøå âòîðîãî íà

2 · 38 − 2 · 33

2 · 33
· 100% = (35 − 1) · 100% = 24200%

Â-2 Ñóììà ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Sn = 4n−1 − 1

4
.

Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ 10-é ÷ëåí ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áîëüøå, ÷åì ïÿòûé ?
Îòâåò: 102300%

Â-3 Ñóììà ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Sn = 3n−1 − 1

3
.

Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ 10-é ÷ëåí ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áîëüøå, ÷åì ÷åòâ¼ðòûé ?
Îòâåò: 72800%

Â-4 Ñóììà ïåðâûõ n ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Sn = 4n−1 − 1

4
.

Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ 10-é ÷ëåí ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áîëüøå, ÷åì øåñòîé ?
Îòâåò: 25500%



Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå

Îòáîðî÷íûé ýòàï 2023/24 ó÷åáíîãî ãîäà äëÿ 11 êëàññà

Çàäà÷à 5

Â-1 Âàñÿ íàðèñîâàë ñíåãîâèêà íà íîâîãîäíåì ïëàêàòå. Ñíåãîâèê ñîñòîèò èç òðåõ êðóãîâ,
öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò íà îäíîé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé. Ðàäèóñû êðóãîâ (ñíèçó ââåðõ) ðàâíû
10, 7 è 5. Êðóãè ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì, ò. å. èõ êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíû. Íà ãîëîâå ó ñíåãîâèêà âåäðî ââåðõ äíîì, íàðèñîâàííîå â âèäå ðàâíîáî÷íîé
òðàïåöèè ñî ñòîðîíàìè 8, 8, 8 è 4.

Êàêîé âûñîòû ïîëó÷èëñÿ ñíåãîâèê? Îòâåò îêðóãëèòü äî äåñÿòûõ.

Îòâåò: 41.6
Ðåøåíèå. Âûñîòà ñíåãîâèêà ñêëàäûâàåòñÿ èç ïÿòè ñëàãàåìûõ:
1) ðàäèóñ íèæíåãî êðóãà,
2) ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè íèæíåãî è ñðåäíåãî êðóãîâ,
3) ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè âåðõíåãî è ñðåäíåãî êðóãîâ,
4) ðàññòîÿíèå îò öåíòðà âåðõíåãî êðóãà äî íèæíåãî êðàÿ âåäðà,
5) âûñîòà âåäðà.
Ñ÷èòàåì.
1) Ðàäèóñ íèæíåãî êðóãà ðàâåí 10.
2) Ãèïîòåíóçà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè 10 è 7, ò. å.

√
149.

3) Ãèïîòåíóçà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè 5 è 7, ò. å.
√
74.

4) Êàòåò òðåóãîëüíèêà ñ ãèïîòåíóçîé 5 è äðóãèì êàòåòîì 8/2, ò. å.
√
52 − 42 = 3.

5) Âûñîòà òðàïåöèè ðàâíà

√
82 −

(
8− 4

2

)2

=
√
60.

Èòîãî, 10 +
√
149 +

√
74 +

√
60 + 3 = 41.55484 · · · ≈ 41.6.

Â-2 Âàñÿ íàðèñîâàë ñíåãîâèêà íà íîâîãîäíåì ïëàêàòå.
Ñíåãîâèê ñîñòîèò èç òðåõ êðóãîâ, öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò
íà îäíîé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé. Ðàäèóñû êðóãîâ (ñíèçó
ââåðõ) ðàâíû 11, 9 è 6. Êðóãè ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì
óãëîì, ò. å. èõ êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû. Íà ãîëîâå ó ñíåãîâèêà âåäðî ââåðõ äíîì,
íàðèñîâàííîå â âèäå ðàâíîáî÷íîé òðàïåöèè ñî ñòîðîíàìè
9, 9, 9 è 5.
Êàêîé âûñîòû ïîëó÷èëñÿ ñíåãîâèê? Îòâåò îêðóãëèòü äî
äåñÿòûõ.

Îòâåò: 48.8



Â-3 Âàñÿ íàðèñîâàë ñíåãîâèêà íà íîâîãîäíåì ïëàêàòå.
Ñíåãîâèê ñîñòîèò èç òðåõ êðóãîâ, öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò
íà îäíîé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé. Ðàäèóñû êðóãîâ (ñíèçó
ââåðõ) ðàâíû 10, 8 è 5. Êðóãè ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì
óãëîì, ò. å. èõ êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû. Íà ãîëîâå ó ñíåãîâèêà âåäðî ââåðõ äíîì,
íàðèñîâàííîå â âèäå ðàâíîáî÷íîé òðàïåöèè ñî ñòîðîíàìè
8, 8, 8 è 4.
Êàêîé âûñîòû ïîëó÷èëñÿ ñíåãîâèê? Îòâåò îêðóãëèòü äî
äåñÿòûõ.

Îòâåò: 43.0

Â-4 Âàñÿ íàðèñîâàë ñíåãîâèêà íà íîâîãîäíåì ïëàêàòå.
Ñíåãîâèê ñîñòîèò èç òðåõ êðóãîâ, öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò
íà îäíîé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé. Ðàäèóñû êðóãîâ (ñíèçó
ââåðõ) ðàâíû 11, 8 è 6. Êðóãè ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì
óãëîì, ò. å. èõ êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû. Íà ãîëîâå ó ñíåãîâèêà âåäðî ââåðõ äíîì,
íàðèñîâàííîå â âèäå ðàâíîáî÷íîé òðàïåöèè ñî ñòîðîíàìè
9, 9, 9 è 5.
Êàêîé âûñîòû ïîëó÷èëñÿ ñíåãîâèê? Îòâåò îêðóãëèòü äî
äåñÿòûõ.

Îòâåò: 47.3

Â-5 Âàñÿ íàðèñîâàë ñíåãîâèêà íà íîâîãîäíåì ïëàêàòå.
Ñíåãîâèê ñîñòîèò èç òðåõ êðóãîâ, öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò
íà îäíîé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé. Ðàäèóñû êðóãîâ (ñíèçó
ââåðõ) ðàâíû 10, 8 è 5. Êðóãè ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì
óãëîì, ò. å. èõ êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû. Íà ãîëîâå ó ñíåãîâèêà âåäðî ââåðõ äíîì,
íàðèñîâàííîå â âèäå ðàâíîáî÷íîé òðàïåöèè, ó êîòîðîé
áîêîâûå ñòîðîíû è íèæíåå îñíîâàíèå ðàâíû 8. Âûñîòà
ñíåãîâèêà ïîëó÷èëàñü ðàâíîé 43.
×åìó ðàâåí äèàìåòð äíà ó âåäðà? Îòâåò îêðóãëèòü äî
ñîòûõ.

Îòâåò: 4.11
Ðåøåíèå: Âûñîòà ñíåãîâèêà ñêëàäûâàåòñÿ èç ïÿòè ñëàãàåìûõ:
1) ðàäèóñ íèæíåãî êðóãà,
2) ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè íèæíåãî è ñðåäíåãî êðóãîâ,
3) ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè âåðõíåãî è ñðåäíåãî êðóãîâ,
4) ðàññòîÿíèå îò öåíòðà âåðõíåãî êðóãà äî íèæíåãî êðàÿ âåäðà,
5) âûñîòà âåäðà.
Ñ÷èòàåì.
1) Ðàäèóñ íèæíåãî êðóãà ðàâåí 10.
2) Ãèïîòåíóçà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè 10 è 8, ò. å.

√
164.

3) Ãèïîòåíóçà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè 5 è 8, ò. å.
√
89.

4) Êàòåò òðåóãîëüíèêà ñ ãèïîòåíóçîé 5 è äðóãèì êàòåòîì 8/2, ò. å.
√
52 − 42 = 3.

5) Âûñîòà òðàïåöèè ðàâíà 43− 10−
√
164−

√
89− 3 = 30−

√
164−

√
89.

Å¼ âåðõíåå îñíîâàíèå ðàâíî 8− 2
√

82 − (30−
√
164−

√
89)2 = 4.1084895 · · · ≈ 4.11



Â-6 Âàñÿ íàðèñîâàë ñíåãîâèêà íà íîâîãîäíåì ïëàêàòå.
Ñíåãîâèê ñîñòîèò èç òðåõ êðóãîâ, öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò
íà îäíîé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé. Ðàäèóñû êðóãîâ (ñíèçó
ââåðõ) ðàâíû 12, 10 è 6. Êðóãè ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì
óãëîì, ò. å. èõ êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû. Íà ãîëîâå ó ñíåãîâèêà âåäðî ââåðõ äíîì,
íàðèñîâàííîå â âèäå ðàâíîáî÷íîé òðàïåöèè, ó êîòîðîé
áîêîâûå ñòîðîíû è íèæíåå îñíîâàíèå ðàâíû 9. Âûñîòà
ñíåãîâèêà ïîëó÷èëàñü ðàâíîé 52.
×åìó ðàâåí äèàìåòð äíà ó âåäðà? Îòâåò îêðóãëèòü äî
ñîòûõ.

Îòâåò: 4.78

Â-7 Âàñÿ íàðèñîâàë ñíåãîâèêà íà íîâîãîäíåì ïëàêàòå.
Ñíåãîâèê ñîñòîèò èç òðåõ êðóãîâ, öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò
íà îäíîé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé. Ðàäèóñû êðóãîâ (ñíèçó
ââåðõ) ðàâíû 11, 7 è 4. Êðóãè ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì
óãëîì, ò. å. èõ êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû. Íà ãîëîâå ó ñíåãîâèêà âåäðî ââåðõ äíîì,
íàðèñîâàííîå â âèäå ðàâíîáî÷íîé òðàïåöèè, ó êîòîðîé
áîêîâûå ñòîðîíû è íèæíåå îñíîâàíèå ðàâíû 7. Âûñîòà
ñíåãîâèêà ïîëó÷èëàñü ðàâíîé 41.
×åìó ðàâåí äèàìåòð äíà ó âåäðà? Îòâåò îêðóãëèòü äî
ñîòûõ.

Îòâåò: 5.56

Â-8 Âàñÿ íàðèñîâàë ñíåãîâèêà íà íîâîãîäíåì ïëàêàòå.
Ñíåãîâèê ñîñòîèò èç òðåõ êðóãîâ, öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò
íà îäíîé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé. Ðàäèóñû êðóãîâ (ñíèçó
ââåðõ) ðàâíû 10, 8 è 5. Êðóãè ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì
óãëîì, ò. å. èõ êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû. Íà ãîëîâå ó ñíåãîâèêà âåäðî ââåðõ äíîì,
íàðèñîâàííîå â âèäå ðàâíîáî÷íîé òðàïåöèè, ó êîòîðîé
áîêîâûå ñòîðîíû è íèæíåå îñíîâàíèå ðàâíû 8. Âûñîòà
ñíåãîâèêà ïîëó÷èëàñü ðàâíîé 43.
×åìó ðàâåí äèàìåòð äíà ó âåäðà? Îòâåò îêðóãëèòü äî
ñîòûõ.

Îòâåò: 4.11

Â-9 Âàñÿ íàðèñîâàë ñíåãîâèêà íà íîâîãîäíåì ïëàêàòå.
Ñíåãîâèê ñîñòîèò èç òðåõ êðóãîâ, öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò
íà îäíîé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé. Ðàäèóñû êðóãîâ (ñíèçó
ââåðõ) ðàâíû 12, 10 è 6. Êðóãè ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì
óãëîì, ò. å. èõ êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû. Íà ãîëîâå ó ñíåãîâèêà âåäðî ââåðõ äíîì,
íàðèñîâàííîå â âèäå ðàâíîáî÷íîé òðàïåöèè, ó êîòîðîé
áîêîâûå ñòîðîíû è íèæíåå îñíîâàíèå ðàâíû 9. Âûñîòà
ñíåãîâèêà ïîëó÷èëàñü ðàâíîé 52.
×åìó ðàâåí äèàìåòð äíà ó âåäðà? Îòâåò îêðóãëèòü äî
ñîòûõ.

Îòâåò: 4.78



Â-10 Âàñÿ íàðèñîâàë ñíåãîâèêà íà íîâîãîäíåì ïëàêàòå.
Ñíåãîâèê ñîñòîèò èç òðåõ êðóãîâ, öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò
íà îäíîé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé. Ðàäèóñû êðóãîâ (ñíèçó
ââåðõ) ðàâíû 11, 7 è 4. Êðóãè ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì
óãëîì, ò. å. èõ êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû. Íà ãîëîâå ó ñíåãîâèêà âåäðî ââåðõ äíîì,
íàðèñîâàííîå â âèäå ðàâíîáî÷íîé òðàïåöèè, ó êîòîðîé
áîêîâûå ñòîðîíû è íèæíåå îñíîâàíèå ðàâíû 7. Âûñîòà
ñíåãîâèêà ïîëó÷èëàñü ðàâíîé 41.
×åìó ðàâåí äèàìåòð äíà ó âåäðà? Îòâåò îêðóãëèòü äî
ñîòûõ.

Îòâåò: 5.56

Â-11 Âàñÿ íàðèñîâàë ñíåãîâèêà íà íîâîãîäíåì ïëàêàòå.
Ñíåãîâèê ñîñòîèò èç òðåõ êðóãîâ, öåíòðû êîòîðûõ ëåæàò
íà îäíîé âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé. Ðàäèóñû êðóãîâ (ñíèçó
ââåðõ) ðàâíû 11, 8 è 6. Êðóãè ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì
óãëîì, ò. å. èõ êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû. Íà ãîëîâå ó ñíåãîâèêà âåäðî ââåðõ äíîì,
íàðèñîâàííîå â âèäå ðàâíîáî÷íîé òðàïåöèè, ó êîòîðîé
áîêîâûå ñòîðîíû è íèæíåå îñíîâàíèå ðàâíû 8. Âûñîòà
ñíåãîâèêà ïîëó÷èëàñü ðàâíîé 47.
×åìó ðàâåí äèàìåòð äíà ó âåäðà? Îòâåò îêðóãëèòü äî
ñîòûõ.

Îòâåò: 5.83
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Çàäà÷à 6

Â-1 Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò èìåòü íàèìåíüøèé óãîë òðåóãîëüíèêà α, åñëè åãî
çíà÷åíèå ìîæåò ìåíÿòüñÿ â ïðåäåëàõ, çàäàííûõ óñëîâèåì:√

2 cos 2α− 2(
√
3− 1) sinα− (2−

√
3) > cos 2α + 3 sinα− 2

Îòâåò óêàæèòå â ãðàäóñàõ
Îòâåò: 30
Ðåøåíèå. Íàèìåíüøèé óãîë òðåóãîëüíèêà íå ìîæåò áûòü áîëüøå 60◦. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîð-

ìóëîé cos 2α = 1− 2 sin2 α, çàìåíèì sinα = t. Òîãäà íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä√√
3− 4t2 − 2(

√
3− 1)t > 3t− 2t2 − 1⇔

√
(
√
3 + 2t)(1− 2t) > (1− 2t)(t− 1).

ÎÄÇ äëÿ ïåðåìåííîé t � îáëàñòü −
√
3
2

6 t 6 1
2
. Íà ýòîé îáëàñòè ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà

îòðèöàòåëüíà (èñêëþ÷àÿ òî÷êó t = 1
2
, ãäå îíà ðàâíà íóëþ). Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî âû-

ïîëíåíî íà âñåé ÎÄÇ, è t = sinα 6 1
2
. Îòñþäà ïîëó÷àåì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå â 30 ãðàäóñîâ.

Â-2 Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò èìåòü íàèìåíüøèé óãîë òðåóãîëüíèêà α, åñëè åãî
çíà÷åíèå ìîæåò ìåíÿòüñÿ â ïðåäåëàõ, çàäàííûõ óñëîâèåì:√

2 cos 2α− 2(
√
2− 1) sinα− (2−

√
2) > 3 cos 2α + 7 sinα− 5

Îòâåò óêàæèòå â ãðàäóñàõ
Îòâåò: 30

Â-3 Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò èìåòü íàèìåíüøèé óãîë òðåóãîëüíèêà α, åñëè åãî
çíà÷åíèå ìîæåò ìåíÿòüñÿ â ïðåäåëàõ, çàäàííûõ óñëîâèåì:√

2 cos 2α + 2(
√
3− 1) sinα− (2−

√
3) > cos 2α + (

√
3 + 2) sinα− 1−

√
3

Îòâåò óêàæèòå â ãðàäóñàõ
Îòâåò: 60

Â-4 Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò èìåòü íàèìåíüøèé óãîë òðåóãîëüíèêà α, åñëè åãî
çíà÷åíèå ìîæåò ìåíÿòüñÿ â ïðåäåëàõ, çàäàííûõ óñëîâèåì:√

2 cos 2α + 2(
√
2− 1) sinα− (2−

√
2) > cos 2α + (

√
2 + 2) sinα− 1−

√
2

Îòâåò óêàæèòå â ãðàäóñàõ
Îòâåò: 45
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Çàäà÷à 7

Â-1 Íàéäèòå ñóììó âñåõ çíà÷åíèé x ∈ [0◦, 10◦] â ãðàäóñàõ, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ âûïîë-
íåíî ðàâåíñòâî

(4 cos2 x− 1)(4 cos2 3x− 1)(4 cos2 9x− 1)(4 cos2 27x− 1) + sin2 81x+ cos2 81x = 0.

Ýòó ñóììó çàïèøèòå â âèäå m
n
, ãäå m,n âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Â îòâåòå óêàæèòå

m+ n.
Îòâåò: 950
Ðåøåíèå. Òàê êàê

4 cos2 x− 1 = 3− 4 sin2 x =
3 sinx− 4 sin3 x

sinx
=

sin 3x

sinx
,

òî èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

sin 3x

sinx

sin 9x

sin 3x

sin 27x

sin 9x

sin 81x

sin 27x
+ 1 = 0.

Îòñþäà sin 81x
sinx

= −1, òî åñòü sin 81x = sin(−x), è ïðè ýòîì sinx 6= 0, òàê êàê äëÿ íåãî çíà÷åíèÿ
cos2 x ðàâíû 1. Ïîýòîìó çíà÷åíèÿ x â ãðàäóñàõ ðàâíû 81x = −x+ 360k è 81x = 180 + x+ 360n,
òî åñòü x = 180k

41
è x = 9(1+2n)

4
, ãäå k 6= 41m, k, n,m ∈ Z. Â çàäàííûé îòðåçîê ïîïàäàþò çíà÷åíèÿ

180
41
, 360

41
, 9
4
, 27

4
. Â ñóììå ýòî 909

41
, â îòâåò óêàçûâàåì 909 + 41 = 950.

Â-2 Íàéäèòå ñóììó âñåõ çíà÷åíèé x ∈ [0◦, 10◦] â ãðàäóñàõ, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ âûïîë-
íåíî ðàâåíñòâî

(4 cos2 x− 1)(4 cos2 3x− 1)(4 cos2 9x− 1)(4 cos2 27x− 1) = sin2 81x+ cos2 81x.

Ýòó ñóììó çàïèøèòå â âèäå m
n
, ãäå m,n âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Â îòâåòå óêàæèòå

m− n.
Îòâåò: 1745

Â-3 Íàéäèòå ñóììó âñåõ çíà÷åíèé x ∈ [0◦, 10◦] â ãðàäóñàõ, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ âûïîë-
íåíî ðàâåíñòâî

(4 cos2 x− 1)(4 cos2 3x− 1)(4 cos2 9x− 1)(4 cos2 27x− 1) + sin2 81x+ cos2 81x = 0.

Ýòó ñóììó çàïèøèòå â âèäå m
n
, ãäå m,n âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Â îòâåòå óêàæèòå

m− n.
Îòâåò: 868

Â-4 Íàéäèòå ñóììó âñåõ çíà÷åíèé x ∈ [0◦, 10◦] â ãðàäóñàõ, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ âûïîë-
íåíî ðàâåíñòâî

(4 cos2 x− 1)(4 cos2 3x− 1)(4 cos2 9x− 1)(4 cos2 27x− 1) = sin2 81x+ cos2 81x.

Ýòó ñóììó çàïèøèòå â âèäå m
n
, ãäå m,n âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Â îòâåòå óêàæèòå

m+ n.
Îòâåò: 1909



Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå

Îòáîðî÷íûé ýòàï 2023/24 ó÷åáíîãî ãîäà äëÿ 11 êëàññà

Çàäà÷à 8

Â-1 Ðåøèòå ñèñòåìó {
1 + 6y = x

y
−
√
x− y,√

x+
√
x− y + y = x+ 4y − 2.

Åñëè ðåøåíèé áåñêîíå÷íî ìíîãî â îòâåò âïèøèòå 0. Åñëè ðåøåíèé íåò, òî òîæå âïèøèòå 0.
Åñëè ðåøåíèé êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî, â îòâåò âïèøèòå ñóììó âñåõ x, ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóã-
ëèâ ðåçóëüòàò äî ñîòûõ (åñëè ïðè ðàçíûõ y íàéäóòñÿ îäèíàêîâûå x � ñêëàäûâàéòå ïîâòîðû,
ñëàãàåìûõ äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî òî÷åê íà ïëîñêîñòè ïîäõîäèò ïîä ñèñòåìó).

Îòâåò: 16.22
Ðåøåíèå. Cèñòåìó çàïèøåì â îáùåì âèäå{

a+ 6y = x
y
−
√
x− ay,√

x+
√
x− ay − (a− 2)y = x+ by − 2.

Êîýôôèöèåíòû òàêèå, ÷òî a+ b = 5
Ñäåëàåì çàìåíó

√
x− ay = t > 0. Òîãäà x = t2 + ay. Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïðèìåò âèä

ay + 6y2 = t2 + ay − ty ⇔ t2 − ty − 6y2 = 0.

Ðàññìàòðèâàÿ åãî êàê êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî t, ïîëó÷àåì t = −2y (y 6 0) èëè
t = 3y (y > 0).

Âòîðîå óðàâíåíèå ïîñëå çàìåíû èìååò âèä√
t2 + 2y + t = t2 + (a+ b)y − 2.

1) Ïóñòü t = −2y. Âòîðîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä
√
t2 = 4y2 + (a+ b)y − 2.

Òîãäà −2y = 4y2 + 5y − 2 = 0 ⇔ 4y2 + 7y − 2 = 0, îòêóäà y = −2 èëè y = 1
4
(íå ïîäõîäèò).

Ñëåäîâàòåëüíî, x = 16− 2a.
2) Ïóñòü t = 3y. Âòîðîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä√

9y2 + 5y = 9y2 + 5y − 2⇔ (
√

9y2 + 5y + 1)(
√
9y2 + 5y − 2) = 0,

îòêóäà 9y2 + 5y − 4 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, y = −1 (íå ïîäõîäèò), y = 4
9
, x = 16

9
+ 4a

9
= 16+4a

9
.

Îòìåòèì, ÷òî ñîâïàäàþùèõ çíà÷åíèé x íå íàøëîñü.
×èñëà â âàðèàíòàõ:
a = 1, b = 4 ñóììà= 146

9
≈ 16, 22.

a = −2, b = 7, ñóììà= 188
9
≈ 20, 89.

a = 3, b = 2, ñóììà= 118
9
≈ 13, 11.

a = −3, b = 8, ñóììà= 202
9
≈ 22, 44.

a = 4, b = 1, ñóììà= 104
9
≈ 11, 56.

a = −1, b = 6, ñóììà= 58
3
≈ 19, 33.

Â-2 Ðåøèòå ñèñòåìó {
−2 + 6y = x

y
−
√
x+ 2y,√

x+
√
x+ 2y + 4y = x+ 7y − 2.



Åñëè ðåøåíèé áåñêîíå÷íî ìíîãî â îòâåò âïèøèòå 0. Åñëè ðåøåíèé íåò, òî òîæå âïèøèòå 0.
Åñëè ðåøåíèé êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî, â îòâåò âïèøèòå ñóììó âñåõ x, ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóã-
ëèâ ðåçóëüòàò äî ñîòûõ (åñëè ïðè ðàçíûõ y íàéäóòñÿ îäèíàêîâûå x � ñêëàäûâàéòå ïîâòîðû,
ñëàãàåìûõ äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî òî÷åê íà ïëîñêîñòè ïîäõîäèò ïîä ñèñòåìó).

Îòâåò: 20.89
Ðåøåíèå. Cèñòåìó çàïèøåì â îáùåì âèäå{

a+ 6y = x
y
−
√
x− ay,√

x+
√
x− ay − (a− 2)y = x+ by − 2.

Êîýôôèöèåíòû òàêèå, ÷òî a+ b = 5
Ñäåëàåì çàìåíó

√
x− ay = t > 0. Òîãäà x = t2 + ay. Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïðèìåò âèä

ay + 6y2 = t2 + ay − ty ⇔ t2 − ty − 6y2 = 0.

Ðàññìàòðèâàÿ åãî êàê êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî t, ïîëó÷àåì t = −2y (y 6 0) èëè
t = 3y (y > 0).

Âòîðîå óðàâíåíèå ïîñëå çàìåíû èìååò âèä√
t2 + 2y + t = t2 + (a+ b)y − 2.

1) Ïóñòü t = −2y. Âòîðîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä
√
t2 = 4y2 + (a+ b)y − 2.

Òîãäà −2y = 4y2 + 5y − 2 = 0 ⇔ 4y2 + 7y − 2 = 0, îòêóäà y = −2 èëè y = 1
4
(íå ïîäõîäèò).

Ñëåäîâàòåëüíî, x = 16− 2a.
2) Ïóñòü t = 3y. Âòîðîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä√

9y2 + 5y = 9y2 + 5y − 2⇔ (
√

9y2 + 5y + 1)(
√
9y2 + 5y − 2) = 0,

îòêóäà 9y2 + 5y − 4 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, y = −1 (íå ïîäõîäèò), y = 4
9
, x = 16

9
+ 4a

9
= 16+4a

9
.

Îòìåòèì, ÷òî ñîâïàäàþùèõ çíà÷åíèé x íå íàøëîñü.
×èñëà â âàðèàíòàõ:
a = 1, b = 4 ñóììà= 146

9
≈ 16, 22.

a = −2, b = 7, ñóììà= 188
9
≈ 20, 89.

a = 3, b = 2, ñóììà= 118
9
≈ 13, 11.

a = −3, b = 8, ñóììà= 202
9
≈ 22, 44.

a = 4, b = 1, ñóììà= 104
9
≈ 11, 56.

a = −1, b = 6, ñóììà= 58
3
≈ 19, 33.

Â-3 Ðåøèòå ñèñòåìó {
3 + 6y = x

y
−
√
x− 3y,√

x+
√
x− 3y − y = x+ 2y − 2.

Åñëè ðåøåíèé áåñêîíå÷íî ìíîãî â îòâåò âïèøèòå 0. Åñëè ðåøåíèé íåò, òî òîæå âïèøèòå 0.
Åñëè ðåøåíèé êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî, â îòâåò âïèøèòå ñóììó âñåõ x, ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóã-
ëèâ ðåçóëüòàò äî ñîòûõ (åñëè ïðè ðàçíûõ y íàéäóòñÿ îäèíàêîâûå x � ñêëàäûâàéòå ïîâòîðû,
ñëàãàåìûõ äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî òî÷åê íà ïëîñêîñòè ïîäõîäèò ïîä ñèñòåìó).

Îòâåò: 13.11
Ðåøåíèå. Cèñòåìó çàïèøåì â îáùåì âèäå{

a+ 6y = x
y
−
√
x− ay,√

x+
√
x− ay − (a− 2)y = x+ by − 2.

Êîýôôèöèåíòû òàêèå, ÷òî a+ b = 5



Ñäåëàåì çàìåíó
√
x− ay = t > 0. Òîãäà x = t2 + ay. Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïðèìåò âèä

ay + 6y2 = t2 + ay − ty ⇔ t2 − ty − 6y2 = 0.

Ðàññìàòðèâàÿ åãî êàê êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî t, ïîëó÷àåì t = −2y (y 6 0) èëè
t = 3y (y > 0).

Âòîðîå óðàâíåíèå ïîñëå çàìåíû èìååò âèä√
t2 + 2y + t = t2 + (a+ b)y − 2.

1) Ïóñòü t = −2y. Âòîðîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä
√
t2 = 4y2 + (a+ b)y − 2.

Òîãäà −2y = 4y2 + 5y − 2 = 0 ⇔ 4y2 + 7y − 2 = 0, îòêóäà y = −2 èëè y = 1
4
(íå ïîäõîäèò).

Ñëåäîâàòåëüíî, x = 16− 2a.
2) Ïóñòü t = 3y. Âòîðîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä√

9y2 + 5y = 9y2 + 5y − 2⇔ (
√

9y2 + 5y + 1)(
√
9y2 + 5y − 2) = 0,

îòêóäà 9y2 + 5y − 4 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, y = −1 (íå ïîäõîäèò), y = 4
9
, x = 16

9
+ 4a

9
= 16+4a

9
.

Îòìåòèì, ÷òî ñîâïàäàþùèõ çíà÷åíèé x íå íàøëîñü.
×èñëà â âàðèàíòàõ:
a = 1, b = 4 ñóììà= 146

9
≈ 16, 22.

a = −2, b = 7, ñóììà= 188
9
≈ 20, 89.

a = 3, b = 2, ñóììà= 118
9
≈ 13, 11.

a = −3, b = 8, ñóììà= 202
9
≈ 22, 44.

a = 4, b = 1, ñóììà= 104
9
≈ 11, 56.

a = −1, b = 6, ñóììà= 58
3
≈ 19, 33.

Â-4 Ðåøèòå ñèñòåìó {
−3 + 6y = x

y
−
√
x+ 3y,√

x+
√
x+ 3y + 5y = x+ 8y − 2.

Åñëè ðåøåíèé áåñêîíå÷íî ìíîãî â îòâåò âïèøèòå 0. Åñëè ðåøåíèé íåò, òî òîæå âïèøèòå 0.
Åñëè ðåøåíèé êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî, â îòâåò âïèøèòå ñóììó âñåõ x, ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóã-
ëèâ ðåçóëüòàò äî ñîòûõ (åñëè ïðè ðàçíûõ y íàéäóòñÿ îäèíàêîâûå x � ñêëàäûâàéòå ïîâòîðû,
ñëàãàåìûõ äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî òî÷åê íà ïëîñêîñòè ïîäõîäèò ïîä ñèñòåìó).

Îòâåò: 22.44
Ðåøåíèå. Cèñòåìó çàïèøåì â îáùåì âèäå{

a+ 6y = x
y
−
√
x− ay,√

x+
√
x− ay − (a− 2)y = x+ by − 2.

Êîýôôèöèåíòû òàêèå, ÷òî a+ b = 5
Ñäåëàåì çàìåíó

√
x− ay = t > 0. Òîãäà x = t2 + ay. Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïðèìåò âèä

ay + 6y2 = t2 + ay − ty ⇔ t2 − ty − 6y2 = 0.

Ðàññìàòðèâàÿ åãî êàê êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî t, ïîëó÷àåì t = −2y (y 6 0) èëè
t = 3y (y > 0).

Âòîðîå óðàâíåíèå ïîñëå çàìåíû èìååò âèä√
t2 + 2y + t = t2 + (a+ b)y − 2.

1) Ïóñòü t = −2y. Âòîðîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä
√
t2 = 4y2 + (a+ b)y − 2.



Òîãäà −2y = 4y2 + 5y − 2 = 0 ⇔ 4y2 + 7y − 2 = 0, îòêóäà y = −2 èëè y = 1
4
(íå ïîäõîäèò).

Ñëåäîâàòåëüíî, x = 16− 2a.
2) Ïóñòü t = 3y. Âòîðîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä√

9y2 + 5y = 9y2 + 5y − 2⇔ (
√

9y2 + 5y + 1)(
√
9y2 + 5y − 2) = 0,

îòêóäà 9y2 + 5y − 4 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, y = −1 (íå ïîäõîäèò), y = 4
9
, x = 16

9
+ 4a

9
= 16+4a

9
.

Îòìåòèì, ÷òî ñîâïàäàþùèõ çíà÷åíèé x íå íàøëîñü.
×èñëà â âàðèàíòàõ:
a = 1, b = 4 ñóììà= 146

9
≈ 16, 22.

a = −2, b = 7, ñóììà= 188
9
≈ 20, 89.

a = 3, b = 2, ñóììà= 118
9
≈ 13, 11.

a = −3, b = 8, ñóììà= 202
9
≈ 22, 44.

a = 4, b = 1, ñóììà= 104
9
≈ 11, 56.

a = −1, b = 6, ñóììà= 58
3
≈ 19, 33.

Â-5 Ðåøèòå ñèñòåìó {
4 + 6y = x

y
−
√
x− 4y,√

x+
√
x− 4y − 2y = x+ y − 2.

Åñëè ðåøåíèé áåñêîíå÷íî ìíîãî â îòâåò âïèøèòå 0. Åñëè ðåøåíèé íåò, òî òîæå âïèøèòå 0.
Åñëè ðåøåíèé êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî, â îòâåò âïèøèòå ñóììó âñåõ x, ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóã-
ëèâ ðåçóëüòàò äî ñîòûõ (åñëè ïðè ðàçíûõ y íàéäóòñÿ îäèíàêîâûå x � ñêëàäûâàéòå ïîâòîðû,
ñëàãàåìûõ äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî òî÷åê íà ïëîñêîñòè ïîäõîäèò ïîä ñèñòåìó).

Îòâåò: 11.56
Ðåøåíèå. Cèñòåìó çàïèøåì â îáùåì âèäå{

a+ 6y = x
y
−
√
x− ay,√

x+
√
x− ay − (a− 2)y = x+ by − 2.

Êîýôôèöèåíòû òàêèå, ÷òî a+ b = 5
Ñäåëàåì çàìåíó

√
x− ay = t > 0. Òîãäà x = t2 + ay. Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïðèìåò âèä

ay + 6y2 = t2 + ay − ty ⇔ t2 − ty − 6y2 = 0.

Ðàññìàòðèâàÿ åãî êàê êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî t, ïîëó÷àåì t = −2y (y 6 0) èëè
t = 3y (y > 0).

Âòîðîå óðàâíåíèå ïîñëå çàìåíû èìååò âèä√
t2 + 2y + t = t2 + (a+ b)y − 2.

1) Ïóñòü t = −2y. Âòîðîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä
√
t2 = 4y2 + (a+ b)y − 2.

Òîãäà −2y = 4y2 + 5y − 2 = 0 ⇔ 4y2 + 7y − 2 = 0, îòêóäà y = −2 èëè y = 1
4
(íå ïîäõîäèò).

Ñëåäîâàòåëüíî, x = 16− 2a.
2) Ïóñòü t = 3y. Âòîðîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä√

9y2 + 5y = 9y2 + 5y − 2⇔ (
√

9y2 + 5y + 1)(
√
9y2 + 5y − 2) = 0,

îòêóäà 9y2 + 5y − 4 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, y = −1 (íå ïîäõîäèò), y = 4
9
, x = 16

9
+ 4a

9
= 16+4a

9
.

Îòìåòèì, ÷òî ñîâïàäàþùèõ çíà÷åíèé x íå íàøëîñü.
×èñëà â âàðèàíòàõ:
a = 1, b = 4 ñóììà= 146

9
≈ 16, 22.

a = −2, b = 7, ñóììà= 188
9
≈ 20, 89.



a = 3, b = 2, ñóììà= 118
9
≈ 13, 11.

a = −3, b = 8, ñóììà= 202
9
≈ 22, 44.

a = 4, b = 1, ñóììà= 104
9
≈ 11, 56.

a = −1, b = 6, ñóììà= 58
3
≈ 19, 33.

Â-6 Ðåøèòå ñèñòåìó {
−1 + 6y = x

y
−
√
x+ y,√

x+
√
x+ y + 3y = x+ 6y − 2.

Åñëè ðåøåíèé áåñêîíå÷íî ìíîãî â îòâåò âïèøèòå 0. Åñëè ðåøåíèé íåò, òî òîæå âïèøèòå 0.
Åñëè ðåøåíèé êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî, â îòâåò âïèøèòå ñóììó âñåõ x, ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóã-
ëèâ ðåçóëüòàò äî ñîòûõ (åñëè ïðè ðàçíûõ y íàéäóòñÿ îäèíàêîâûå x � ñêëàäûâàéòå ïîâòîðû,
ñëàãàåìûõ äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî òî÷åê íà ïëîñêîñòè ïîäõîäèò ïîä ñèñòåìó).

Îòâåò: 19.33
Ðåøåíèå. Cèñòåìó çàïèøåì â îáùåì âèäå{

a+ 6y = x
y
−
√
x− ay,√

x+
√
x− ay − (a− 2)y = x+ by − 2.

Êîýôôèöèåíòû òàêèå, ÷òî a+ b = 5
Ñäåëàåì çàìåíó

√
x− ay = t > 0. Òîãäà x = t2 + ay. Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïðèìåò âèä

ay + 6y2 = t2 + ay − ty ⇔ t2 − ty − 6y2 = 0.

Ðàññìàòðèâàÿ åãî êàê êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî t, ïîëó÷àåì t = −2y (y 6 0) èëè
t = 3y (y > 0).

Âòîðîå óðàâíåíèå ïîñëå çàìåíû èìååò âèä√
t2 + 2y + t = t2 + (a+ b)y − 2.

1) Ïóñòü t = −2y. Âòîðîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä
√
t2 = 4y2 + (a+ b)y − 2.

Òîãäà −2y = 4y2 + 5y − 2 = 0 ⇔ 4y2 + 7y − 2 = 0, îòêóäà y = −2 èëè y = 1
4
(íå ïîäõîäèò).

Ñëåäîâàòåëüíî, x = 16− 2a.
2) Ïóñòü t = 3y. Âòîðîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä√

9y2 + 5y = 9y2 + 5y − 2⇔ (
√

9y2 + 5y + 1)(
√
9y2 + 5y − 2) = 0,

îòêóäà 9y2 + 5y − 4 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, y = −1 (íå ïîäõîäèò), y = 4
9
, x = 16

9
+ 4a

9
= 16+4a

9
.

Îòìåòèì, ÷òî ñîâïàäàþùèõ çíà÷åíèé x íå íàøëîñü.
×èñëà â âàðèàíòàõ:
a = 1, b = 4 ñóììà= 146

9
≈ 16, 22.

a = −2, b = 7, ñóììà= 188
9
≈ 20, 89.

a = 3, b = 2, ñóììà= 118
9
≈ 13, 11.

a = −3, b = 8, ñóììà= 202
9
≈ 22, 44.

a = 4, b = 1, ñóììà= 104
9
≈ 11, 56.

a = −1, b = 6, ñóììà= 58
3
≈ 19, 33.


