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Çàäà÷à 1

Â-1 Íà êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ÷àñòåé ìîãóò ðàçáèòü ïðîñòðàíñòâî äâå ïîâåðõíîñòè, åñëè
îäíà èç íèõ � ñôåðà, à äðóãàÿ � êóá? Îíè ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ êàê óãîäíî è áûòü ëþáûõ
ðàçìåðîâ.

Îòâåò: 16
Ðåøåíèå. Ïðèìåð òàêîãî ðàçáèåíèÿ: âïèøèòå â ãðàíè êóáà îêðóæíîñòè (îíè áóäóò êàñàòüñÿ

äðóã äðóãà â ñåðåäèíàõ ð¼áåð êóáà), è ïðîâåäèòå ñôåðó, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íèõ. Òîãäà ïðîñòðàí-
ñòâî ðàçîáü¼òñÿ íà òàêèå ÷àñòè: 1 ÷àñòü ëåæèò ñíàðóæè è êóáà, è ñôåðû. 1 ÷àñòü ëåæèò âíóòðè
è êóáà, è ñôåðû. 6 ÷àñòåé ëåæàò âíóòðè ñôåðû è ñíàðóæè êóáà (6 ñôåðè÷åñêèõ ñåãìåíòîâ). È
8 ÷àñòåé ëåæàò âíóòðè êóáà, íî ñíàðóæè ñôåðû (óãîëêè êóáà). Â ñóììå 1+1+6+8 = 16.

Ïî÷åìó ýòîò ñïîñîá îïòèìàëåí? Âñå îáëàñòè äåëÿòñÿ òàê: åñòü 1 ëåæàùàÿ ñíàðóæè îáåèõ
ôèãóð. Åñòü 1, ëåæàùàÿ âíóòðè îáåèõ ôèãóð. À îñòàëüíûå äåëÿòñÿ íà 2 âèäà: òå, ÷òî ïðèíàä-
ëåæàò òîëüêî øàðó, è òå, ÷òî ïðèíàäëåæàò òîëüêî êóáó. Êóá ìîæåò îòñå÷ü îò ñôåðû íå áîëåå
6 êóñêîâ (ïðîñòî ïî ÷èñëó ïëîñêîñòåé). Ñôåðà ìîæåò îòñå÷ü îò êóáà íå áîëåå âîñüìè (ïî ÷èñëó
óãëîâ-âåðøèí). Êàæäîìó îòñå÷¼ííîìó êóñêó ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ñêîëüêî-òî óãëîâ � è íóëÿ
óãëîâ ó êóñêà áûòü íå ìîæåò. Ïðåäëîæåííûé ñïîñîá îïòèìàëåí ïî îáîèì ïàðàìåòðàì.

Â-2 Íà êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ÷àñòåé ìîãóò ðàçáèòü ïðîñòðàíñòâî äâå ïîâåðõíîñòè, åñëè
îäíà èç íèõ � ñôåðà, à äðóãàÿ � óñå÷¼ííûé êîíóñ? Îíè ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ êàê óãîäíî è áûòü
ëþáûõ ðàçìåðîâ.

Îòâåò: 7
Ðåøåíèå. Ïðèìåð òàêîãî ðàçáèåíèÿ: íàðèñóéòå îêðóæíîñòü è ðàâíîáåäðåííóþ òðàïåöèþ

òàê, ÷òîáû îíè ïåðåñåêàëèñü â 8 òî÷êàõ, è ÷òîáû îñü êîíóñà ñîâïàäàëà ñ äèàìåòðîì ñôåðû.
Ïîòîì ïîâðàùàéòå ýòîò ðèñóíîê âîêðóã îñè, ÷òîáû îêðóæíîñòü î÷åðòèëà ñôåðó, à òðàïåöèÿ
î÷åðòèëà óñå÷¼ííûé êîíóñ. Â òàêîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî ðàçîáü¼òñÿ íà òàêèå ÷àñòè: 1 ÷àñòü
ñíàðóæè ñôåðû è êîíóñà, 1 ÷àñòü âíóòðè è ñôåðû, è êîíóñà. Ñíàðóæè êîíóñà, íî âíóòðè ñôå-
ðû ëåæàò 3 ÷àñòè � 2 ñôåðè÷åñêèõ ñåãìåíòà, âûñòóïàþùèõ èç îñíîâàíèé êîíóñà, è 1 ïîÿñîê,
ïîëó÷åííûé âðàùåíèåì ñåãìåíòà ñôåðû, îòñå÷¼ííîãî áîêîâîé ñòîðîíîé òðàïåöèè (íà ïëîñêîì
ðèñóíêå åìó ñîîòâåòñòâóþò 2 ÷àñòè, íî â îáú¼ìå îíè ñîåäèíåíû.) Ñíàðóæè ñôåðû, íî âíóòðè
êîíóñà ëåæàò 2 êóñêà � 2 ïîÿñêà, ïîëó÷åííûõ âðàùåíèÿìè óãëîâ òðàïåöèè (íà ïëîñêîì ðèñóíêå
ýòî 4 ÷àñòè, íî â îáú¼ìå èõ äâå). Â ñóììå ïîëó÷àåì 1+1+2+1+2 = 7.

Ïî÷åìó ýòîò ñïîñîá îïòèìàëåí? Âñå îáëàñòè äåëÿòñÿ òàê: åñòü 1 ëåæàùàÿ ñíàðóæè îáåèõ
ôèãóð. Åñòü 1, ëåæàùàÿ âíóòðè îáåèõ ôèãóð. À îñòàëüíûå äåëÿòñÿ íà 2 âèäà: òå, ÷òî ïðèíàäëå-
æàò òîëüêî êîíóñó, è òå, ÷òî ïðèíàäëåæàò òîëüêî ñôåðå. Êîíóñ îò ñôåðû ìîæåò îòñå÷ü íå áîëåå



3 êóñêîâ � äâà îñíîâàíèÿìè, îäèí � áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ. Ñôåðà îò êîíóñà ìîæåò îòñå÷ü íå
áîëåå 2 êóñêîâ. Ïî÷åìó? Ïîñìîòðèì íà îêðóæíîñòè � ãðàíèöû îñíîâàíèÿ êîíóñà. Êàæäàÿ èç
íèõ ëèáî âíóòðè ñôåðû, ëèáî ÷àñòè÷íî âíóòðè (äóãà âíóòðè è äóãà ñíàðóæè), ëèáî ïîëíîñòüþ
ñíàðóæè. Êàæäîìó îòñå÷ííîìó îò êîíóñà êóñêó ïðîñòðàíñòâà ïðèíàäëåæèò ëèáî îäíà, ëèáî
äâå òàêèõ äóãè (èëè îêðóæíîñòè). Çíà÷èò, íå áîëåå äâóõ. Ïðåäëîæåííûé ñïîñîá îïòèìàëåí ïî
îáîèì ïàðàìåòðàì.

Â-3 Íà êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ÷àñòåé ìîãóò ðàçáèòü ïðîñòðàíñòâî äâå ïîâåðõíîñòè, åñëè
îäíà èç íèõ � ñôåðà, à äðóãàÿ � òðåóãîëüíàÿ ïèðàìèäà? Îíè ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ êàê óãîäíî
è áûòü ëþáûõ ðàçìåðîâ

Îòâåò: 10
Ðåøåíèå. Ïðèìåð òàêîãî ðàçáèåíèÿ: ïèðàìèäîé áåð¼ì ïðàâèëüíûé, ðàâíîñòîðîííèé òåòðà-

ýäð. Âïèñûâàåì â åãî ñòîðîíû îêðóæíîñòè (îêðóæíîñòè áóäóò êàñàòüñÿ äðóã äðóãà â ñåðåäèíàõ
ð¼áåð), è ÷åðåç ýòè îêðóæíîñòè ïðîâîäèì ñôåðó. Â òàêîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî ðàçîáü¼òñÿ íà
òàêèå ÷àñòè: 1 ëåæèò ñíàðóæè è òåòðàýäðà, è ñôåðû. 1 ëåæèò âíóòðè è òåòðàýäðà, è ñôåðû.
Åù¼ åñòü 4 ñôåðè÷åñêèõ ñåãìåíòà, ïî ÷èñëó ãðàíåé (âíå òåòðàýäðà, íî âíóòðè ñôåðû) è 4 óãîëêà
ïî ÷èñëó âåðøèí (âíóòðè òåòðàýäðà, íî ñíàðóæè ñôåðû). Â ñóììå 1+1+4+4 = 10.

Ïî÷åìó ýòîò ñïîñîá îïòèìàëåí? Âñå îáëàñòè äåëÿòñÿ òàê: åñòü 1 ëåæàùàÿ ñíàðóæè îáåèõ
ôèãóð. Åñòü 1, ëåæàùàÿ âíóòðè îáåèõ ôèãóð. À îñòàëüíûå äåëÿòñÿ íà 2 âèäà: òå, ÷òî ïðèíàäëå-
æàò òîëüêî øàðó, è òå, ÷òî ïðèíàäëåæàò òîëüêî ïèðàìèäå. Ïèðàìèäà ìîæåò îòñå÷ü îò ñôåðû
íå áîëåå 4 êóñêîâ (ïðîñòî ïî ÷èñëó ïëîñêîñòåé). Ñôåðà ìîæåò îòñå÷ü îò ïèðàìèäû íå áîëåå
÷åòûð¼õ (ïî ÷èñëó óãëîâ-âåðøèí). Êàæäîìó îòñå÷¼ííîìó êóñêó ìîæåò ïðèíàäëåæàòü ñêîëüêî-
òî óãëîâ � è íóëÿ óãëîâ ó êóñêà áûòü íå ìîæåò. Ïðåäëîæåííûé ñïîñîá îïòèìàëåí ïî îáîèì
ïàðàìåòðàì.

Â-4 Íà êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ÷àñòåé ìîãóò ðàçáèòü ïðîñòðàíñòâî äâå ïîâåðõíîñòè, åñëè
îäíà èç íèõ � êóá, à äðóãàÿ � êîíóñ? Îíè ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ êàê óãîäíî è áûòü ëþáûõ
ðàçìåðîâ

Îòâåò: 12
Ðåøåíèå. Ïðèìåð òàêîãî ðàçáèåíèÿ: äåëèì êóá ïîïîëàì ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé îñíî-

âàíèþ. Ïîëó÷èì êâàäðàò â ñå÷åíèè. Îïèøåì âîêðóã íåãî îêðóæíîñòü. Ïîòîì ðèñóåì âòîðóþ
îêðóæíîñòü, âïèñàííóþ â âåðõíþþ ãðàíü êóáà. Ïðîâîäèì ÷åðåç ýòè äâå îêðóæíîñòè êîíóñ
(áîëüøàÿ, ïåðâàÿ, áóäåò åãî îñíîâàíèåì). Òîãäà ïðîñòðàíñòâî ðàçîáü¼òñÿ íà òàêèå êóñêè: 1 ñíà-
ðóæè êîíóñà è êóáà, 1 âíóòðè êîíóñà è êóáà. Ñíàðóæè êîíóñà, íî âíóòðè êóáà áóäóò 5 êóñêîâ: 4
óãîëêà êóáà îò âåðõíåé ãðàíè è åù¼ 1 � ïîëîâèíà êóáà, âûñòóïàþùàÿ âíèç èç îñíîâàíèÿ êîíó-
ñà. Àíàëîãè÷íî, áóäåò 5 êóñêîâ ñíàðóæè êóáà, íî âíóòðè êîíóñà: 1 âåðøèíêà êîíóñà, ñòîÿùàÿ
íà âåðõíåé ãðàíè êóáà è 4 êóñêà êîíóñà, âûñòóïàþùèõ èç áîêîâûõ ñòîðîí. Â ñóììå ïîëó÷àåòñÿ
1+1+5+5 = 12.

Ðåøèâøèì ïðåäëàãàåòñÿ ïîäóìàòü íàä äîêàçàòåëüñòâîì îïòèìàëüíîñòè ñàìîñòîÿòåëüíî, ïîëü-
çóÿñü èäåÿìè ïðåäûäóùèõ âàðèàíòîâ, õîòÿ ôîðìàëüíî äîêàçàòåëüòâî îïòèìàëüíîñòè íå òðåáî-
âàëîñü.
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Çàäà÷à 2

Â-1 Íàéäèòå íàèìåíüøåå ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, äàþùåå îñòàòîê 3 ïðè äåëåíèè íà 11, îñòà-
òîê 6 ïðè äåëåíèè íà 15 è îñòàòîê 17 ïðè äåëåíèè íà 26.

Îòâåò: 3501
Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà îòìåòèì, ÷òî 11, 15 è 26 ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû. 11 · 15 · 26 = 4290,

òàê ÷òî åñëè ìû íàéä¼ì íåêîå ÷èñëî x, äàþùåå òàêèå îñòàòêè ïðè äåëåíèÿõ íà 11, 15, 26,
òî x + 4290 · k (k ∈ Z) áóäóò äàâàòü òàêèå æå îñòàòêè. (Ïîêà ìû íå îáðàùàåì âíèìàíèÿ íà
êîëè÷åñòâî çíàêîâ â ÷èñëå). Åñëè ìû íàéä¼ì õîòü êàêîå-íèáóäü ÷èñëî, äàþùåå íóæíûå îñòàòêè,
òî íàéä¼ì è îñòàëüíûå, âû÷èòàÿ/ïðèáàâëÿÿ 4290.

Äàâàéòå èñêàòü X â âèäå A ·15 ·26+B ·11 ·26+C ·11 ·15. Â òàêîì ñëó÷àå, ó÷èòûâàÿ îñòàòêè
îòäåëåíèé íà 11, 15, 26, ìîæíî âûïèñàòü ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà: A ·15 ·26 = a ·11+3, B ·11 ·26 =
b ·15+6, C ·11 ·15 = c ·26+17. Èëè æå: 11 ·a = 390A−3, 15 · b = 286B−6, 26 · c = 165C−17. Íàì
ñãîäÿòñÿ ëþáûå öåëûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòèì ðàâåíñòâàì. Ïîäáèðàåì: A = 5(a = 117),
B = 6, C = 25. Òîãäà X = 5 · 15 · 26 + 6 · 11 · 26 + 25 · 11 · 15 = 7791. Âû÷èòàÿ 4290, ïîëó÷àåì
äðóãîå ÷èñëî ñ òàêèìè îñòàòêàìè: 3501. Äðóãèõ òàêèõ 4-õçíà÷íûõ ÷èñåë íåò.

Â-2 Íàéäèòå íàèáîëüøåå ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, äàþùåå îñòàòîê 3 ïðè äåëåíèè íà 11, îñòà-
òîê 6 ïðè äåëåíèè íà 15 è îñòàòîê 17 ïðè äåëåíèè íà 26.

Îòâåò: 7791

Â-3 Íàéäèòå ïðåäïîñëåäíåå ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, äàþùåå îñòàòîê 3 ïðè äåëåíèè íà 11,
îñòàòîê 6 ïðè äåëåíèè íà 15 è îñòàòîê 17 ïðè äåëåíèè íà 26.

Îòâåò: 3501

Â-4 Íàéäèòå âòîðîå ÷åòûð¼õçíà÷íîå ÷èñëî, äàþùåå îñòàòîê 3 ïðè äåëåíèè íà 11, îñòàòîê 6
ïðè äåëåíèè íà 15 è îñòàòîê 17 ïðè äåëåíèè íà 26.

Îòâåò: 7791

Çàäà÷à 3

Â-1 Ðîâíî â 8:00 îò ïðèñòàíè A âíèç ïî òå÷åíèþ ðåêè âûøåë êàòåð è îò ïðèñòàíè B,
íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè 72 êì îò À, íàâñòðå÷ó åìó ñ òîé æå ñîáñòâåííîé ñêîðîñòüþ âûøåë
äðóãîé êàòåð, à òàêæå îòïëûë ïëîò. Âòîðîé êàòåð, âñòðåòèâøèñü ñ ïåðâûì, ðàçâåðíóëñÿ è
äîãíàë ïëîò â 11:00. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ñêîðîñòè êàòåðîâ (â êì/÷), åñëè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ
ðåêè ðàâíà 3 êì/÷?

Îòâåò: 24
Ðåøåíèå. Åñëè ðàññìîòðåòü äâèæåíèå îòíîñèòåëüíî ðåêè, òî âòîðîé êàòåð çà âðåìÿ ïðîøåë

ñ ñîáñòâåííîé ñêîðîñòüþ ïóòü îò ïóíêòà B äî ñåðåäèíû C îòðåçêà AB è îáðàòíî. Ïîýòîìó åãî
ñêîðîñòü ðàâíà 72/(11− 8), ïðè÷¼ì íåçàâèñèìî îò ñêîðîñòè òå÷åíèÿ ðåêè. Îòâåò: 24.
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Â-2 Ðîâíî â 9:00 îò ïðèñòàíè A âíèç ïî òå÷åíèþ ðåêè âûøåë êàòåð è îò ïðèñòàíè B,
íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè 69 êì îò À, íàâñòðå÷ó åìó ñ òîé æå ñîáñòâåííîé ñêîðîñòüþ âûøåë
äðóãîé êàòåð, à òàêæå îòïëûë ïëîò. Âòîðîé êàòåð, âñòðåòèâøèñü ñ ïåðâûì, ðàçâåðíóëñÿ è
äîãíàë ïëîò â 12:00. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ñêîðîñòè êàòåðîâ (â êì/÷), åñëè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ
ðåêè ðàâíà 2 êì/÷?

Îòâåò: 23

Â-3 Ðîâíî â 7:00 îò ïðèñòàíè A âíèç ïî òå÷åíèþ ðåêè âûøåë êàòåð è îò ïðèñòàíè B,
íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè 70 êì îò À, íàâñòðå÷ó åìó ñ òîé æå ñîáñòâåííîé ñêîðîñòüþ âûøåë
äðóãîé êàòåð, à òàêæå îòïëûë ïëîò. Âòîðîé êàòåð, âñòðåòèâøèñü ñ ïåðâûì, ðàçâåðíóëñÿ è
äîãíàë ïëîò â 12:00. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ñêîðîñòè êàòåðîâ (â êì/÷), åñëè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ
ðåêè ðàâíà 4 êì/÷?

Îòâåò: 14

Â-4 Ðîâíî â 6:00 îò ïðèñòàíè A âíèç ïî òå÷åíèþ ðåêè âûøåë êàòåð è îò ïðèñòàíè B,
íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè 85 êì îò À, íàâñòðå÷ó åìó ñ òîé æå ñîáñòâåííîé ñêîðîñòüþ âûøåë
äðóãîé êàòåð, à òàêæå îòïëûë ïëîò. Âòîðîé êàòåð, âñòðåòèâøèñü ñ ïåðâûì, ðàçâåðíóëñÿ è
äîãíàë ïëîò â 11:00. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ñêîðîñòè êàòåðîâ (â êì/÷), åñëè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ
ðåêè ðàâíà 3 êì/÷?

Îòâåò: 17

Â-5 Ðîâíî â 8:00 îò ïðèñòàíè A âíèç ïî òå÷åíèþ ðåêè âûøåë êàòåð è îò ïðèñòàíè B,
íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè 52 êì îò À, íàâñòðå÷ó åìó ñ òîé æå ñîáñòâåííîé ñêîðîñòüþ âûøåë
äðóãîé êàòåð, à òàêæå îòïëûë ïëîò. Âòîðîé êàòåð, âñòðåòèâøèñü ñ ïåðâûì, ðàçâåðíóëñÿ è
äîãíàë ïëîò â 10:00. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ñêîðîñòè êàòåðîâ (â êì/÷), åñëè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ
ðåêè ðàâíà 2 êì/÷?

Îòâåò: 26

Â-6 Ðîâíî â 9:00 îò ïðèñòàíè A âíèç ïî òå÷åíèþ ðåêè âûøåë êàòåð è îò ïðèñòàíè B,
íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè 57 êì îò À, íàâñòðå÷ó åìó ñ òîé æå ñîáñòâåííîé ñêîðîñòüþ âûøåë
äðóãîé êàòåð, à òàêæå îòïëûë ïëîò. Âòîðîé êàòåð, âñòðåòèâøèñü ñ ïåðâûì, ðàçâåðíóëñÿ è
äîãíàë ïëîò â 12:00. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ñêîðîñòè êàòåðîâ (â êì/÷), åñëè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ
ðåêè ðàâíà 4 êì/÷?

Îòâåò: 19

Â-7 Ðîâíî â 7:00 îò ïðèñòàíè A âíèç ïî òå÷åíèþ ðåêè âûøåë êàòåð è îò ïðèñòàíè B,
íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè 72 êì îò À, íàâñòðå÷ó åìó ñ òîé æå ñîáñòâåííîé ñêîðîñòüþ âûøåë
äðóãîé êàòåð, à òàêæå îòïëûë ïëîò. Âòîðîé êàòåð, âñòðåòèâøèñü ñ ïåðâûì, ðàçâåðíóëñÿ è
äîãíàë ïëîò â 11:00. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ñêîðîñòè êàòåðîâ (â êì/÷), åñëè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ
ðåêè ðàâíà 3 êì/÷?

Îòâåò: 18

Â-8 Ðîâíî â 6:00 îò ïðèñòàíè A âíèç ïî òå÷åíèþ ðåêè âûøåë êàòåð è îò ïðèñòàíè B,
íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè 64 êì îò À, íàâñòðå÷ó åìó ñ òîé æå ñîáñòâåííîé ñêîðîñòüþ âûøåë
äðóãîé êàòåð, à òàêæå îòïëûë ïëîò. Âòîðîé êàòåð, âñòðåòèâøèñü ñ ïåðâûì, ðàçâåðíóëñÿ è
äîãíàë ïëîò â 10:00. Íàéäèòå ñîáñòâåííûå ñêîðîñòè êàòåðîâ (â êì/÷), åñëè ñêîðîñòü òå÷åíèÿ
ðåêè ðàâíà 2 êì/÷?

Îòâåò: 16



Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå

Îòáîðî÷íûé ýòàï 2023/24 ó÷åáíîãî ãîäà äëÿ 7�8 êëàññà

Çàäà÷à 4

Â-1 Îëÿ ñîáèðàåòñÿ â ãîñòè ê ïîäðóãå Ìàøå ê ïÿòè ÷àñàì âå÷åðà. Îëÿ è Ìàøà æèâóò íà
îäíîé ñòîðîíå îäíîé óëèöû: Îëÿ � â 5 ìèíóòàõ õîäüáû îò áëèæàéøåé àâòîáóñíîé îñòàíîâêè, à
Ìàøà � â 6. Ìåæäó èõ îñòàíîâêàìè åñòü åù¼ òðè îñòàíîâêè. Àâòîáóñ õîäèò êàæäûå 15 ìèíóò,
è Îëÿ ðàññ÷èòàëà, ÷òî åñëè îíà ïðèä¼ò íà îñòàíîâêó â ïðàâèëüíîå âðåìÿ, òî áóäåò ó Ìàøè
òî÷íî âîâðåìÿ. Â àâòîáóñå Îëÿ ïîãðóçèëàñü â ÷òåíèå è íå çàìåòèëà, êàê óåõàëà íà 2 îñòàíîâêè
äàëüøå, ÷åì æèâ¼ò Ìàøà. Îíà âûøëà èç àâòîáóñà è ïåðåøëà íà ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó
óëèöû, ÷òîáû ñåñòü íà àâòîáóñ, èäóùèé â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, íî òîò êàê ðàç â ýòîò ìîìåíò
îòúåõàë îò îñòàíîâêè. Îëå ïðèøëîñü æäàòü ñëåäóþùåãî àâòîáóñà íà 1 ìèíóòó äîëüøå, ÷åì
îíà åõàëà íà àâòîáóñå äî ýòîãî. Íà ñëåäóþùåì àâòîáóñå Îëÿ äîåõàëà äî íóæíîé îñòàíîâêè è
äîøëà äî äîìà ñâîåé ïîäðóãè. Íà ñêîëüêî ñåêóíä Îëÿ îïîçäàëà ê Ìàøå, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
àâòîáóñ ïðîåçæàåò êàæäóþ îñòàíîâêó çà îäíî è òî æå âðåìÿ, à ïåðåõîä íà äðóãóþ ñòîðîíó
óëèöû çàíèìàåò ó Îëè ïîëìèíóòû?

Îòâåò: 1520
Ðåøåíèå. Îëÿ åõàëà äî ïåðâîãî âûõîäà èç àâòîáóñà (4+2)x ìèíóò, ãäå x � âðåìÿ, çà êîòîðîå

àâòîáóñ ïðîåçæàåò îäíó îñòàíîâêó. Æäàòü âòîðîãî àâòîáóñà åé ïðèøëîñü 15 ìèíóò, ïðè÷åì èç
óñëîâèÿ èìååì (4 + 2)x+ 1 = 15, îòêóäà x = 7

3
.

Ïëàí ïî âðåìåíè (â ìèíóòàõ): 5 + 6 + 4x = 4x+ 11.
Ôàêòè÷åñêè çàòðà÷åííîå âðåìÿ: 5 + 6 + (4 + 2 + 2)x+ 15 + 1

2
+ 1

2
= 8x+ 27. (Ïîëìèíóòû ìû

äîáàâèëè åù¼ ðàç, òàê êàê, åñëè ïî ïëàíó îíà áû øëà îò àâòîáóñà áåç ïåðåñå÷åíèÿ ïðîåçæåé
÷àñòè, òî ïîñëå âîçâðàùåíèÿ ïî äðóãîé ñòîðîíå åé ïðèøëîñü ñíîâà ïåðåñå÷ü óëèöó).

Îïîçäàíèå = ôàêò � ïëàí = 4x+ 16 = 4·7
3
+ 16 ìèíóò, èëè 1520 ñåêóíä.

Â-2 Îëÿ ñîáèðàåòñÿ â ãîñòè ê ïîäðóãå Ìàøå ê ïÿòè ÷àñàì âå÷åðà. Îëÿ è Ìàøà æèâóò íà
îäíîé ñòîðîíå îäíîé óëèöû: Îëÿ � â 7 ìèíóòàõ õîäüáû îò áëèæàéøåé àâòîáóñíîé îñòàíîâêè,
à Ìàøà � â 8. Ìåæäó èõ îñòàíîâêàìè åñòü åù¼ ÷åòûðå îñòàíîâêè. Àâòîáóñ õîäèò êàæäûå 16
ìèíóò, è Îëÿ ðàññ÷èòàëà, ÷òî åñëè îíà ïðèä¼ò íà îñòàíîâêó â ïðàâèëüíîå âðåìÿ, òî áóäåò ó
Ìàøè òî÷íî âîâðåìÿ. Â àâòîáóñå Îëÿ ïîãðóçèëàñü â ÷òåíèå è íå çàìåòèëà, êàê óåõàëà íà îäíó
îñòàíîâêó äàëüøå, ÷åì æèâ¼ò Ìàøà. Îíà âûøëà èç àâòîáóñà è ïåðåøëà íà ïðîòèâîïîëîæíóþ
ñòîðîíó óëèöû, ÷òîáû ñåñòü íà àâòîáóñ, èäóùèé â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, íî òîò êàê ðàç â ýòîò
ìîìåíò îòúåõàë îò îñòàíîâêè. Îëå ïðèøëîñü æäàòü ñëåäóþùåãî àâòîáóñà íà 2 ìèíóòû äîëüøå,
÷åì îíà åõàëà íà àâòîáóñå äî ýòîãî. Íà ñëåäóþùåì àâòîáóñå Îëÿ äîåõàëà äî íóæíîé îñòàíîâêè
è äîøëà äî äîìà ñâîåé ïîäðóãè. Íà ñêîëüêî ñåêóíä Îëÿ îïîçäàëà ê Ìàøå, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
àâòîáóñ ïðîåçæàåò êàæäóþ îñòàíîâêó çà îäíî è òî æå âðåìÿ, à ïåðåõîä íà äðóãóþ ñòîðîíó
óëèöû çàíèìàåò ó Îëè ïîëìèíóòû?

Îòâåò: 1300

B-3 Îëÿ ñîáèðàåòñÿ â ãîñòè ê ïîäðóãå Ìàøå ê ïÿòè ÷àñàì âå÷åðà. Îëÿ è Ìàøà æèâóò íà
îäíîé ñòîðîíå îäíîé óëèöû: Îëÿ � â 9 ìèíóòàõ õîäüáû îò áëèæàéøåé àâòîáóñíîé îñòàíîâêè,
à Ìàøà � â 10. Ìåæäó èõ îñòàíîâêàìè åñòü åù¼ ïÿòü îñòàíîâîê. Àâòîáóñ õîäèò êàæäûå 20
ìèíóò, è Îëÿ ðàññ÷èòàëà, ÷òî åñëè îíà ïðèä¼ò íà îñòàíîâêó â ïðàâèëüíîå âðåìÿ, òî áóäåò ó
Ìàøè òî÷íî âîâðåìÿ. Â àâòîáóñå Îëÿ ïîãðóçèëàñü â ÷òåíèå è íå çàìåòèëà, êàê óåõàëà íà 2
îñòàíîâêè äàëüøå, ÷åì æèâ¼ò Ìàøà. Îíà âûøëà èç àâòîáóñà è ïåðåøëà íà ïðîòèâîïîëîæíóþ
ñòîðîíó óëèöû, ÷òîáû ñåñòü íà àâòîáóñ, èäóùèé â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, íî òîò êàê ðàç â ýòîò
ìîìåíò îòúåõàë îò îñòàíîâêè. Îëå ïðèøëîñü æäàòü ñëåäóþùåãî àâòîáóñà íà 3 ìèíóòû äîëüøå,
÷åì îíà åõàëà íà àâòîáóñå äî ýòîãî. Íà ñëåäóþùåì àâòîáóñå Îëÿ äîåõàëà äî íóæíîé îñòàíîâêè
è äîøëà äî äîìà ñâîåé ïîäðóãè. Íà ñêîëüêî ñåêóíä Îëÿ îïîçäàëà ê Ìàøå, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
àâòîáóñ ïðîåçæàåò êàæäóþ îñòàíîâêó çà îäíî è òî æå âðåìÿ, à ïåðåõîä íà äðóãóþ ñòîðîíó
óëèöû çàíèìàåò ó Îëè ïîëìèíóòû?



Îòâåò: 1770

Â-4 Îëÿ ñîáèðàåòñÿ â ãîñòè ê ïîäðóãå Ìàøå ê ïÿòè ÷àñàì âå÷åðà. Îëÿ è Ìàøà æèâóò íà
îäíîé ñòîðîíå îäíîé óëèöû: Îëÿ � â 11 ìèíóòàõ õîäüáû îò áëèæàéøåé àâòîáóñíîé îñòàíîâêè,
à Ìàøà � â 12. Ìåæäó èõ îñòàíîâêàìè åñòü åù¼ øåñòü îñòàíîâîê. Àâòîáóñ õîäèò êàæäûå 18
ìèíóò, è Îëÿ ðàññ÷èòàëà, ÷òî åñëè îíà ïðèä¼ò íà îñòàíîâêó â ïðàâèëüíîå âðåìÿ, òî áóäåò ó
Ìàøè òî÷íî âîâðåìÿ. Â àâòîáóñå Îëÿ ïîãðóçèëàñü â ÷òåíèå è íå çàìåòèëà, êàê óåõàëà íà 1
îñòàíîâêó äàëüøå, ÷åì æèâ¼ò Ìàøà. Îíà âûøëà èç àâòîáóñà è ïåðåøëà íà ïðîòèâîïîëîæíóþ
ñòîðîíó óëèöû, ÷òîáû ñåñòü íà àâòîáóñ, èäóùèé â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, íî òîò êàê ðàç â ýòîò
ìîìåíò îòúåõàë îò îñòàíîâêè. Îëå ïðèøëîñü æäàòü ñëåäóþùåãî àâòîáóñà íà 1 ìèíóòó äîëüøå,
÷åì îíà åõàëà íà àâòîáóñå äî ýòîãî. Íà ñëåäóþùåì àâòîáóñå Îëÿ äîåõàëà äî íóæíîé îñòàíîâêè
è äîøëà äî äîìà ñâîåé ïîäðóãè. Íà ñêîëüêî ñåêóíä Îëÿ îïîçäàëà ê Ìàøå, åñëè èçâåñòíî, ÷òî
àâòîáóñ ïðîåçæàåò êàæäóþ îñòàíîâêó çà îäíî è òî æå âðåìÿ, à ïåðåõîä íà äðóãóþ ñòîðîíó
óëèöû çàíèìàåò ó Îëè ïîëìèíóòû?

Îòâåò: 1395

Çàäà÷à 5

Â-3 Ïóñòü S(n) � ñóììà öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Ðåøèòå óðàâíåíèå

n+ 4S(n) = 2025.

Åñëè ðåøåíèé íåñêîëüêî, â îòâåòå óêàæèòå íàèìåíüøåå èç íèõ.
Îòâåò: 1953
Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà îöåíèì, ñêîëüêî çíàêîâ äîëæíî èìåòü íåèçâåñòíîå ÷èñëî n.Îäíî-, äâóõ-,

òð¼õçíà÷íîå ÷èñëî íå ñìîãëî áû äàòü ñóììó 2025, îíî ñëèøêîì ìàëåíüêîå. Ïÿòèçíà÷íîå è áîëåå
÷èñëî, íàîáîðîò, ñëèøêîì áîëüøîå. Çíà÷èò, n ÷åòûð¼õçíà÷íîå, è äàâàéòå îáîçíà÷èì åãî öèôðû
êàê a, b, c, d.

n = abcd = 1000a+ 100b+ 10c+ d.

Òîãäà S(n) = a+ b+ c+ d, à ñàìî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

(1000a+ 100b+ 10c+ d) + 4(a+ b+ c+ d) = 2025,

1004a+ 104b+ 14c+ 5d = 2025.

Öèôðà a ìîæåò áûòü 1 èëè 2, ïîòîìó ÷òî äëÿ a ≥ 3 ñóììà ñëåâà çàâåäîìî áîëüøå ÷èñëà ñïðà-
âà. Ìû õîòèì íàéòè íàèìåíüøèé âàðèàíò, ïîýòîìó ñíà÷àëà âûáèðàåì 1. (Åñëè òàêîå ðåøåíèå
íàéäåòñÿ, òî ñëó÷àé a = 2 ìîæíî íå ðàññìàòðèâàòü.) Ïîëó÷èì

104b+ 14c+ 5d = 2025− 1004 = 1021.

Ïðèêèíåì, â êàêèõ ïðåäåëàõ ìîæåò íàõîäèòüñÿ b. Íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå äëÿ
14c+ 5d ðàâíî 14 · 9 + 5 · 9 = 171. Çíà÷èò, èçâåñòíî, ÷òî

104b > 1021− 171 = 850.

Çíà÷èò, èç âñåõ öèôð íà ìåñòî b ìîæåò ïîäîéòè òîëüêî 9. Òîãäà

14c+ 5d = 1021− 9 · 104 = 85.

Â êàêèõ ïðåäåëàõ ìîæåò íàõîäèòüñÿ c? Íàèáîëüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå 5d ðàâíî 5 · 9 = 45,
òî åñòü 14c > 85 − 45 = 40. Òî åñòü c > 3, è íà÷í¼ì ïåðåáèðàòü âàðèàíòû ïî âîçðàñòàíèþ,
íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ÷èñëà. 3 · 14 + 5d = 85 è 4 · 14 + 5d = 85 â öåëûõ ÷èñëàõ íå ðåøàòñÿ, à âîò ïðè
c = 5 âñ¼ ñõîäèòñÿ: 5 · 14 + 5d = 85, d = 85−70

5
= 3. Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ îòâåò 1953.



Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ¾Ëîìîíîñîâ¿ ïî ìàòåìàòèêå

Îòáîðî÷íûé ýòàï 2023/24 ó÷åáíîãî ãîäà äëÿ 7�8 êëàññà

Â-1 Ïóñòü S(n) � ñóììà öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Ðåøèòå óðàâíåíèå

n+ 3S(n) = 2025.

Åñëè ðåøåíèé íåñêîëüêî, â îòâåòå óêàæèòå íàèìåíüøåå èç íèõ.
Îòâåò: 1971

Â-2 Ïóñòü S(n) � ñóììà öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Ðåøèòå óðàâíåíèå

n+ 2S(n) = 2025.

Åñëè ðåøåíèé íåñêîëüêî, â îòâåòå óêàæèòå íàèìåíüøåå èç íèõ.
Îòâåò: 1977

Â-4 Ïóñòü S(n) � ñóììà öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n. Ðåøèòå óðàâíåíèå

n+ 5S(n) = 2025.

Åñëè ðåøåíèé íåñêîëüêî, â îòâåòå óêàæèòå íàèìåíüøåå èç íèõ.
Îòâåò: 1935

Çàäà÷à 6

Â-1 Èìååòñÿ íàáîð èç íåñêîëüêèõ ïîäðÿä èäóùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî èõ
ñóììà â 30 ðàç áîëüøå ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà â íàáîðå è â 20 ðàç áîëüøå ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà
â íàáîðå. Ñêîëüêî ÷èñåë â ýòîì íàáîðå?

Îòâåò: 24
Ðåøåíèå. Ïóñòü n, n + 1, . . . , n + k � äàííûé íàáîð (âñåãî k + 1 ÷èñåë). Òîãäà èõ ñóììà

ðàâíà n(k + 1) + k(k+1)
2

= 30n = 20(n + k). Çíà÷èò, n = 2k, ïîýòîìó 5
2
k(k + 1) = 60k, îòêóäà

k + 1 = 120
5

= 24.

Â-2 Èìååòñÿ íàáîð èç íåñêîëüêèõ ïîäðÿä èäóùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî èõ
ñóììà â 45 ðàç áîëüøå ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà â íàáîðå è â 30 ðàç áîëüøå ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà
â íàáîðå. Ñêîëüêî ÷èñåë â ýòîì íàáîðå?

Îòâåò: 36

Â-3 Èìååòñÿ íàáîð èç íåñêîëüêèõ ïîäðÿä èäóùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî èõ
ñóììà â 60 ðàç áîëüøå ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà â íàáîðå è â 40 ðàç áîëüøå ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà
â íàáîðå. Ñêîëüêî ÷èñåë â ýòîì íàáîðå?

Îòâåò: 48

Â-4 Èìååòñÿ íàáîð èç íåñêîëüêèõ ïîäðÿä èäóùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî èõ
ñóììà â 75 ðàç áîëüøå ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà â íàáîðå è â 50 ðàç áîëüøå ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà
â íàáîðå. Ñêîëüêî ÷èñåë â ýòîì íàáîðå?

Îòâåò: 60
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Çàäà÷à 7

Â-1 Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû 10 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíà íå÷¼òíà, à ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ 5 ñëàãàåìûõ â íåé ÷¼òíî.

Îòâåò: 65
Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ñðåäè ðàññìàòðèâàåìûõ 10 ÷èñåë íå áîëåå 4 íå÷¼òíûõ,

à ïîñêîëüêó ñóììà íå÷¼òíà, òî íå÷¼òíûõ ÷èñåë ëèáî 1, ëèáî 3. Ñóììà áóäåò íàèìåíüøåé, åñëè
áðàòü ïåðâûå ïîäðÿä èäóùèå ÷¼òíûå è íå÷¼òíûå ÷èñëà. Åñëè íå÷¼òíîå ÷èñëî îäíî, òî ïîëó÷èì
1 + 2 + 4+ 8+ . . .+ 18 = 91, à åñëè íå÷¼òíûõ 3, òî ïîëó÷èì 1 + 3 + 5+ 2+ 4+ 6+ . . .+ 14 = 65,
ýòî è åñòü íàèìåíüøàÿ âîçìîæíàÿ ñóììà.

Â-2 Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû 12 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíà íå÷¼òíà, à ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ 5 ñëàãàåìûõ â íåé ÷¼òíî.

Îòâåò: 99

Â-3 Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû 11 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíà íå÷¼òíà, à ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ 5 ñëàãàåìûõ â íåé ÷¼òíî.

Îòâåò: 81

Â-4 Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû 14 ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíà íå÷¼òíà, à ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ 7 ñëàãàåìûõ â íåé ÷¼òíî.

Îòâåò: 115


