
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ÑÏáÃÓ ïî ìàòåìàòèêå

Ïðèìåðû çàäàíèé îòáîðî÷íîãî ýòàïà

2024/2025 ó÷åáíûé ãîä

Çàäàíèÿ äëÿ 10�11 êëàññîâ

1. (10 áàëëîâ) Àðåíäàòîðó â êâàðòèðå íóæíû 152 ðîçåòêè, à ïîêà åñòü òîëüêî 9.

Àðåíäîäàòåëü ïðåäëàãàåò ïðîñòî êóïèòü ïîáîëüøå óäëèíèòåëåé. Â ìàãàçèíå ïðî-

äàþòñÿ óäëèíèòåëè íà 9 ðîçåòîê çà 810 ðóáëåé, óäëèíèòåëè íà 5 ðîçåòîê çà 400

ðóáëåé, óäëèíèòåëè íà 8 ðîçåòîê çà 700 ðóáëåé. Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî äåíåã

ïðèä¼òñÿ ïîòðàòèòü àðåíäîäàòåëþ, ÷òîáû àðåíäàòîð ïîëó÷èë íóæíîå êîëè÷åñòâî

ðîçåòîê?

Îòâåò: 14300.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî óäëèíèòåëü íà A ðîçåòîê óâåëè÷èâàåò èìåþùååñÿ êîëè÷å-

ñòâî ðîçåòîê íà A − 1, òàê êàê ñàì èìååò A ðîçåòîê, íî â îäíó ðîçåòêó åãî ñàìîãî

íóæíî âêëþ÷èòü. Ïóñòü çàêóïëåíî X óäëèíèòåëåé íà 9 ðîçåòîê, Y óäëèíèòåëåé íà

5 ðîçåòîê è Z óäëèíèòåëåé íà 8 ðîçåòîê. Íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü âûðàæåíèå

810X+400Y +700Z ïðè îãðàíè÷åíèè 9+(9−1)X+(5−1)Y +(8−1)X ⩾ 152 ⇔ 8X+

+ 4Y + 7Z ⩾ 143.

Óäåëüíàÿ ñòîèìîñòü ðîçåòîê â óäëèíèòåëÿõ íà 5 è íà 8 ðîçåòîê îäèíàêîâàÿ � 400
5−1

=

= 700
8−1

= 100 è îíà ìåíüøå, ÷åì óäåëüíàÿ ñòîèìîñòü ðîçåòêè â óäëèíèòåëå íà 9

ðîçåòîê � 810
9−1

. Òî åñòü â èäåàëå íóæíî ¾íàáðàòü¿ íåîáõîäèìûå 143 ðîçåòêè ñàìûìè

äåøåâûìè. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî, íàïðèìåð, 143 = 4 · 34 + 7 · 1 èëè 143 = 4 · 27 + 7 · 5.
Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî, íàïðèìåð, êóïèòü 34 óäëèíèòåëÿ íà 5 ðîçåòîê è 1 óäëèíèòåëü

íà 8 ðîçåòîê, ïîòðàòèâ íà ýòî 34 · 400 + 1 · 700 = 14300 ðóáëåé.

2. (10 áàëëîâ) Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî ab > 127a + 534b. Ïðè êàêîì

íàèáîëüøåì íàòóðàëüíîì N ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a è

b íå ìåíüøå N?

Îòâåò: 662.

Ðåøåíèå. Óñëîâèå ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå (a−534)(b−127) > 127 ·534. Åñëè êàæäîå
èç ÷èñåë íå áîëüøå 127+534, òî ïðîèçâåäåíèå ñëåâà íå áîëüøå ÷èñëà ñïðàâà. Çíà÷èò,

õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë íå ìåíüøå 127 + 534 + 1 = 662.

3. (10 áàëëîâ) Ó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N ðîâíî 4 íàòóðàëüíûõ äåëèòåëÿ, ïðè ýòîì

êàêèå-òî äâà èç íèõ îòëè÷àþòñÿ íà 157. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíî N? Åñëè âàðè-

àíòîâ îòâåòà íåñêîëüêî, â îòâåòå óêàæèòå èõ ñóììó.
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Îòâåò: 472.

Ðåøåíèå. Óñëîâèå, ÷òî ó ÷èñëà èìååòñÿ ðîâíî 4 äåëèòåëÿ, îçíà÷àåò, ÷òî ïîìèìî

åäèíèöû è ñàìîãî ñåáÿ ÷èñëî äåëèòñÿ òîëüêî íà íåêîòîðîå x è íåêîòîðîå, äðóãîå,

y. Ïðè÷åì, åñëè x < y, òî x �ïðîñòîå, à y � ëèáî òîæå ïðîñòîå, ëèáî ÿâëÿåòñÿ

êâàäðàòîì x. Èíà÷å ó ÷èñëà áûëè áû äðóãèå, îòëè÷íûå îò x è y äåëèòåëè.

Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé êîãäà x > 2, òî åñòü ïðîñòîå íå÷åòíîå. Òîãäà îòëè÷àòüñÿ

íà 157:

� x îò 1 íå ìîæåò, òàê êàê îêàçàëîñü áû ÷åòíûì;

� y îò x, è îò 1 � íå ìîæåò, òàê êàê áûëî áû ÷åòíûì, à çà÷èò ÷èñëî N äåëèëîñü

áû íà 2 < x;

� N îò x, è îò 1 � íå ìîæåò, òàê êàê îêàçàëîñü áû ÷åòíûì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

ïðåäïîëîæåíèþ x > 2;

� N îò y íå ìîæåò, òàê êàê y � íå÷åòíîå (ëèáî ïðîñòîå, ëèáî ñòåïåíü íå÷åòíîãî

x) è ñíîâà ïîëó÷èëàñü áû ÷åòíîñòü N .

Ñëåäîâàòåëüíî, x = 2 è ïîýòîìó N = 2y. Èññëåäóåì âàðèàíòû:

� y − x = 157 ⇒ y = 157 + 2 = 159 = 3 · 53 � ïðîòèâîðå÷èå (ñëèøêîì ìíîãî

äåëèòåëåé);

� y − 1 = 157 ⇒ y = 158 = 2 · 79 � ïðîòèâîðå÷èå;

� N − x = 157 ⇒ N = 159 = 3 · 53 � ïðîòèâîðå÷èå;

� N − 1 = 157 ⇒ N = 158 = 2 · 79 � ýòîò âàðèàíò ïîäõîäèò, çäåñü y = 79;

� N − y = 157 è N = 2y ⇒ y = 157 ⇒ N = 314.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì äâà ïîäõîäÿùèõ N : 158 è 314. Â îòâåòå óêàçûâàåì èõ ñóììó.

4. (20 áàëëîâ) Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà N , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

ÍÎÊ(5040, N) = ÍÎÄ(5040, N)+100080. Â îòâåòå óêàæèòå ñóììó âñåõ ïîäõîäÿùèõ

çíà÷åíèé. Â ÷àñòíîñòè, åñëè òàêèõ ÷èñåë íåò, óêàæèòå 0, à åñëè îíî òîëüêî

îäíî � åãî ñàìîãî.

Îòâåò: 14400.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 5040 = 7 · 8 · 9 · 10, à 100080 = 8 · 9 · 10 · 139. Ïîñêîëüêó ÍÎÊ
÷èñåë äåëèòñÿ íà êàæäîå èç íèõ, òî ëåâàÿ ÷àñòü óñëîâèÿ äåëèòñÿ íà 7 ·8 ·9 ·10, òî åñòü
ïðåäñòàâèìà â âèäå 720 · 7λ ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì λ. Òàê êàê âòîðîå ñëàãàåìîå

ïðàâîé ÷àñòè � ýòî 720 · 139, òî èìååì óñëîâèå:

720(7λ− 139) = ÍÎÄ(5040, N).
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ÍÎÄ äîëæåí áûòü íàòóðàëüíûì ÷èñëîì, ïîýòîìó λ ⩾ 20. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî λ íå

ìîæåò áûòü áîëüøå 20, òàê êàê èíà÷å ÍÎÄ îêàçàëñÿ áû áîëüøå, ÷åì 5040 (íàïðèìåð,

ïðè λ = 21 ìû áû ïîëó÷èëè, ÷òî ÍÎÄ(5040, N) = 720(7 · 21 − 139) = 720 · 8 = 5760,

÷åãî áûòü íå ìîæåò).

Òàêèì îáðàçîì, ÍÎÄ(5040, N) = 8 ·9 ·10, à ÍÎÊ(5040, N) = 7 ·8 ·9 ·10 ·20. Ïîñêîëüêó
ÍÎÊ(5040, N) × ÍÎÄ(5040, N) = 5040 · N = (7 · 8 · 9 · 10 · 20) · (8 · 9 · 10), òî N =

= (7·8·9·10·20)·(8·9·10)
7·8·9·10 = 8 · 9 · 10 · 20 = 14400.

5. (20 áàëëîâ) 13 äåòåé ïîëó÷èëè ñóììàðíî 1144 êîíôåòû, ïðè÷¼ì êîëè÷åñòâà êîí-

ôåò, ïîëó÷åííûõ äåòüìè, � ïîñëåäîâàòåëüíûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ðàç â ìèíóòó

îäèí èç äåòåé, êòî ìîæåò îòäàòü êàæäîìó èç îñòàëüíûõ äåòåé ïî êîíôåòå, äå-

ëàë ýòî (åñëè òàêèõ äåòåé áûëî íåñêîëüêî, òî äåëàë òîëüêî îäèí èç íèõ). ×åðåç

íåêîòîðîå âðåìÿ ó îäíîãî èç äåòåé îêàçàëîñü n êîíôåò. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì n

ýòî âîçìîæíî?

Îòâåò: 1078.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ êîëè÷åñòâà êîíôåò ó 13 äåòåé èçíà÷àëüíî îáðàçó-

þò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òî ïðè äåëåíèè íà 13 îíè äàþò 13 ðàçíûõ

îñòàòêîâ. Îïåðàöèÿ ¾îòäàòü êàæäîìó èç îñòàëüíûõ äåòåé ïî êîíôåòå¿ ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà êàê äâå îïåðàöèè:

1) îòäåëèòü îò èìåþùåãîñÿ êîëè÷åñòâà êîíôåò 13 øòóê (åñëè êîíôåò ó äàííîãî

ðåáåíêà ðîâíî 12, òî îäíó êîíôåòó îòäåëèòü ìûñëåííî);

2) îòäåëåííûå êîíôåòû ðàçäåëèòü ìåæäó âñåìè, âêëþ÷àÿ ñåáÿ, ïîðîâíó, òî åñòü

êàæäîìó ðåáåíêó ïî 1 êîíôåòå (åñëè áûëà îòäåëåííàÿ ìûñëåííî êîíôåòà, òî

îíà âîçâðàùàåòñÿ âëàäåëüöó).

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ïåðâàÿ îïåðàöèÿ íå ìåíÿåò îñòàòêè êîíôåò ïðè äåëåíèè íà 13,

ïîòîìó ÷òî ó 12 äåòåé âîîáùå íè÷åãî íå ïðîèñõîäèò, à ó îòäàþùåãî îòäåëÿþòñÿ 13

êîíôåò; âòîðàÿ îïåðàöèÿ óâåëè÷èâàåò âñå îñòàòêè íà 1, òî åñòü êàê áûëî 13 ðàçíûõ

îñòàòêîâ, òàê è îñòàíåòñÿ.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êîíôåò, êîòîðîå ìîæåò ñêîïèòüñÿ

ó îäíîãî ðåáåíêà � ýòî ñèòóàöèÿ, êîãäà ó âñåõ îñòàëüíûõ äåòåé êîëè÷åñòâî êîíôåò

ðàâíî 0, 1, 2, . . . , 10, 11 � ýòî 12 ðàçíûõ, è ìèíèìàëüíûõ, îñòàòêîâ ïðè äåëåíèè íà 13.

Ñëåäîâàòåëüíî, ó 13-ãî ðåáåíêà áóäåò 1144−(0+1+2+. . .+10+11) = 1144−66 = 1078

êîíôåò.

6. (20 áàëëîâ) Ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ðàçáèò íà 1004 ìåíüøèõ ðàâíîñòîðîííèõ

òðåóãîëüíèêà, èç êîòîðûõ ðîâíî 1003 èìåþò ñòîðîíó 1. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå

3



çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü ñòîðîíà èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà. Åñëè âà-

ðèàíòîâ îòâåòà íåñêîëüêî, â îòâåòå óêàæèòå èõ ñóììó.

Îòâåò: 540.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ¾äðóãîé¿ òðåóãîëüíèê, ñî ñòîðîíîé íå 1, õîòÿ áû ïî îäíîé

ñâîåé ñòîðîíå ñîïðèêàñàåòñÿ ñ îäíèì èëè íåñêîëüêèìè òðåóãîëüíèêàìè, èìåþùèìè

ñòîðîíó 1, ïîýòîìó åãî ñòîðîíà áóäåò êàêèì-ëèáî íàòóðàëüíûì ÷èñëîì. Èçìåñòíî,

÷òî ðàâíîñòîðîííèé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé k ðàçáèâàåòñÿ íà k2 ðàâíîñòîðîííèõ

òðåóãîëüíèêîâ ñî ñòîðîíîé 1. Ïóñòü ñòîðîíà èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà n, à ñòî-

ðîíà ¾äðóãîãî¿ èç ìåíüøèõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíà k. Òîãäà n2 = k2 + 1003. Îòñþäà

ïîëó÷àåì, ÷òî (n − k)(n + k) = 17 · 59. Ýòî óðàâíåíèå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ïðè

k < n èìååò äâà ðåøåíèÿ: ëèáî n − k = 17 è n + k = 59, òî åñòü n = 38 è k = 21;

ëèáî n − k = 1 è n + k = 1003, îòêóäà n = 502 è k = 501. Ñëåäîâàòåëüíî, îòâåò �

38 + 502 = 540.

7. (30 áàëëîâ) Äàí âïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD. Íà îòðåçêàõ AC è BD íà-

øëèñü òàêèå òî÷êè X è Y ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî XA = XB è Y D = Y C. Äîêàæè-

òå, ÷òî XY ∥ AD.

A

Y
B

C

D

X

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó XA = XB, òî òðåóãîëüíèê XAB ÿâëÿåòñÿ ðàâíîáåäðåííûì ñ

îñíîâàíèåì AB, ïîýòîìó ∠XAB = ∠XBA. Àíàëîãè÷íî, òðåóãîëüíèê Y CD ÿâëÿåòñÿ

ðàâíîáåäðåííûì ñ îñíîâàíèåì CD è ∠Y CD = ∠Y CD. Òàê êàê ABCD âïèñàííûé ÷å-

òûðåõóãîëüíèê, òî ∠BAC = ∠BDC. Ñëåäîâàòåëüíî, â òðåóãîëüíèêàõ XAB è Y CD

âñå óãëû ïðè îñíîâàíèÿõ ðàâíû. Îòñþäà, ∠AXB = ∠DY C.

Óãëû, ñìåæíûå ñ äàííûìè, òàêæå áóäóò ðàâíû: ∠BXC = ∠CY B. Íî îáà ýòè óã-

ëà îïèðàþòñÿ íà õîðäó BC è èõ âåðøèíû ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò íå¼, ïîýòîìó
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ýòè óãëû áóäóò âïèñàííûìè äëÿ îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè B, C, X è

Y . Ïîýòîìó, êàê âïèñàííûå äëÿ ýòîé îêðóæíîñòè, áóäóò ðàâíû ∠CXY è ∠CBY =

= ∠CBD. Íî ∠CBD = ∠CAD, òàê êàê ABCD âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê. Íî

∠CXY è ∠CAD � ñîîòâåòñòâóþùèå óãëû ïðè ïðÿìûõ XY è AD è ñåêóùåé AX. Èç

ðàâåíñòâà ýòèõ óãëîâ ïîëó÷àåì ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ.

8. (30 áàëëîâ) Ïóñòü AL � áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà ABC. Òî÷êè K èM íà îòðåçêàõ

CL è AC òàêîâû, ÷òî KM ∥ AB. Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà KL, åñëè KM = 5,

AM = 8, AB = 7, BL = 32/5.

Îòâåò: 96/35.

A M C

K

QB

L

Ðåøåíèå. Ïðîäëèì MK äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ AL â òî÷êå Q. Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî òðå-

óãîëüíèê AMQ ðàâíîáåäðåííûé ñ îñíîâàíèåì AQ, à òðåóãîëüíèêè ABL è KLQ

ïîäîáíû ïî òðåì óãëàì. Ïîñêîëüêó MA = MQ, òî KQ = 8 − 5 = 3. Ñîîòíîøåíèÿ

äëÿ äëèí ñòîðîí ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ:

AB

KQ
=

LB

LK
=

KA

LQ
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

KL =
LB ·KQ

AB
=

32
5
· 3
7

=
32 · 3
5 · 7

=
96

35
.

9. (30 áàëëîâ) Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû âûñîòà CF è ìåäèàíà BM . Èçâåñòíî,

÷òî ∠MBC = ∠FCA è BM = CF . Âåðíî ëè, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC � ðàâíîñòî-

ðîííèé?

Îòâåò: Äà.

Ðåøåíèå. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå AFC ìåäèàíà FM ðàâíà ïîëîâèíå ãè-

ïîòåíóçû AC. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê MFC ðàâíîáåäðåííûé ñ îñíîâàíèåì FC

è ∠MFC = ∠MCF . Òàê êàê óãëû MFC è MBC ðàâíû, îïèðàþòñÿ íà îäèí è òîò

æå îòðåçîê MC è ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò íåãî, òî ÷åòûðåõóãîëüíèê MFBC âïè-

ñàííûé. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ∠FBM = ∠FCM (è ðàâåí ∠MBC). Òàêèì îáðàçîì,

BM â òðåóãîëüíèêå ABC ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé è ìåäèàíîé (ïî óñëîâèþ), òî åñòü

òðåóãîëüíèê ABC � ðàâíîáåäðåííûé ñ îñíîâàíèåì AC.
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A M C

B

K

F

Òåïåðü ðàññìîòðèì äâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà: AFC è BMC (BM ÿâëÿåòñÿ

åù¼ è âûñîòîé). Ó íèõ ðàâíû êàòåòû FC è BM è ïðèëåæàùèå ó íèì óãëû (∠AFC =

= ∠BMC = 90◦, ∠FCA = ∠MBC ïî óñëîâèþ). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè òðåóãîëüíèêè

ðàâíû. Îòñþäà, AC = BC. È îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì, ÷òî AB = BC = AC.

10. (30 áàëëîâ) Íà ñòîðîíå AD âïèñàííîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD íàøëàñü òî÷êà

P òàêàÿ, ÷òî ∠APC = ∠ABP = 90◦ è BP ∥ CD. Ïóñòü M � ñåðåäèíà PD.

Äîêàæèòå, ÷òî ∠ACM = 90◦.

A

M
P

C

D

B

K

Ðåøåíèå. Òàê êàê ∠ABP âïèñàííûé è ïðÿìîé, òî îí îïèðàåòñÿ íà äèàìåòð îïè-

ñàííîé îêðóæíîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K � òî÷êó, äèàìåò-

ðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíóþ òî÷êå A. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè B, P è K áóäóò ëåæàòü

íà îäíîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé CD (ïî óñëîâèþ).

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ∠ADK � âïèñàííûé óãîë òîé æå îêðóæíîñòè, ñëåäîâàòåëüíî,

îí ïðÿìîé; òî åñòü DK ⊥ AD. Íî ïî óñëîâèþ PC ⊥ AD, îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

PC ∥ DK. Òàêèì îáðàçîì, PCDK � ïàðàëëåëîãðàìì è òî÷êà M � òî÷êà ïåðåñå÷å-

íèÿ åãî äèàãîíàëåé. Ïîýòîìó òî÷êè C, M è K ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, à ∠ACK �

âïèñàííûé óãîë, îïèðàþùèéñÿ íà äèàìåòð.

11. (40 áàëëîâ) Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî 1/n. Îäèí õîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî ê ÷èñëèòåëþ
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è çíàìåíàòåëþ äðîáè ïðèáàâëÿåòñÿ ïî 1, ïîñëå ÷åãî äðîáü ñîêðàùàþò (êîíå÷íî, åñëè

îíà ñîêðàòèìà). Ìîæåò ëè âòîðîå ñîêðàùåíèå ïðîèçîéòè ðîâíî íà 77-ì õîäó?

Îòâåò: Íåò.

Ðåøåíèå. Ïóñòü äðîáü âïåðâûå ñîêðàòèëàñü íà k-îì øàãå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî 1 + k è

n+ k èìåþò îáùèé äåëèòåëü d. Íî òîãäà è (n+ k)− (k + 1) = n− 1 èìååò äåëèòåëü

d. Î÷åâèäíî, ïîäîéäåò k = p− 1, ãäå p � íàèìåíüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà n− 1.

Òàê êàê íà (p− 1)-îì øàãå ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü áóäóò èìåòü îáùèé äåëèòåëü, à

íà âñåõ ïðåäûäóùèõ � íåò.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå ñîêðàùåíèÿ äðîáü áóäåò èìåòü ÷èñëèòåëü 1 è çíàìåíàòåëü n/p,

ïîýòîìó ìîæíî àíàëîãè÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñëåäóþùåå ñîêðàùåíèå áóäåò íà øàãå q−1,

ãäå q � íàèìåíüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü n/p.

Åñëè âòîðîå ñîêðàùåíèå ïðîèçîøëî íà 77-ì õîäó, òî p−1+q−1 = 77, òî åñòü p+q =

= 79. Îáà ÷èñëà íå ìîãóò íå÷åòíûìè, ïîýòîìó îäíî èç íèõ ÷åòíîå è ïðîñòîå, òî åñòü

ðàâíî 2. Íî òîãäà âòîðîå äîëæíî áûòü ðàâíî 77, ÷òî íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì.

12. (40 áàëëîâ) Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a > b äîêàæèòå, ÷òî

ÍÎÄ(a− 1, b+ 1) ·ÍÎÄ(a, b) ⩽ a+ b.

Ðåøåíèå. Òàê êàê a+ b = (a− 1) + (b+ 1), òî a+ b äåëèòñÿ íà ÍÎÄ(a− 1, b+ 1). È

àíàëîãè÷íî a+ b äåëèòñÿ íà ÍÎÄ(a, b). Íî ïðè ýòîì ÍÎÄû âçàèìíî ïðîñòû, òàê êàê

îäèí èç íèõ ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì a, à âòîðîé � äåëèòåëåì a−1. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà

a+ b äåëèòñÿ è íà ïðîèçâåäåíèå ÍÎÄîâ, à òîãäà îíà íå ìåíüøå ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

13. (40 áàëëîâ) Íåñêîëüêî ýêñïåðòîâ îöåíèâàþò 5 ôèëüìîâ îöåíêàìè îò 0 äî 10. Èç-

âåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ýêñïåðòîâ íàéä¼òñÿ õîòÿ áû äâà ôèëüìà, çà êàæäûé

èç êîòîðûõ ýêñïåðòû ïîñòàâèëè ðàçíûå îöåíêè. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ýêñïåðòîâ

ìîæåò áûòü?

Îòâåò: 114.

Ðåøåíèå. Îöåíêà. Êàæäûé ôèëüì ìîæíî îöåíèòü 11-þ ñïîñîáàìè (îò 0 äî 10). Ïî-

ýòîìó âñåâîçìîæíûõ íàáîðîâ îöåíîê äëÿ ïåðâûõ ÷åòûðåõ ôèëüìîâ � 114. Ïîêàæåì,

÷òî êîëè÷åñòâî ýêñïåðòîâ íå ìîæåò áûòü áîëüøå ýòîãî ÷èñëà: åñëè áû ýêñïåðòîâ áûëî

áîëüøå, òî ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå íàøëèñü áû äâîå èç íèõ, ÷üè îöåíêè ïåðâûõ ÷åòûðõ

ôèëüìîâ èäåíòè÷íû; à, çíà÷èò, ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ òîëüêî îöåíêè ïÿòîãî ôèëüìà. À

ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ î òîì, ÷òî ëþáàÿ ïàðà ýêñïåðòîâ îòëè÷àåòñÿ â îöåíêàõ

êàê ìèíèìóì äâóõ ôèëüìîâ.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì âñå íàáîðû îöåíîê, ñóììà êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 11. Òàêèõ íà-

áîðîâ ðîâíî 114, òàê êàê äëÿ êàæäîãî ñïîñîáà âûáðàòü ïåðâûå 4 îöåíêè åñòü ðîâíî
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îäèí ñïîñîá äîïîëíèòü èõ ïÿòîé îöåíêîé äî ñóììû, êðàòíîé 11. Ëþáûå äâà òàêèå

íàáîðà îòëè÷àþòñÿ õîòÿ áû â äâóõ ïîçèöèÿõ, òàê êàê åñëè ñîâïàëè 4 ïîçèöèè è ñóììà

ïî ìîäóëþ 11, òî ñîâïàëà è ïÿòàÿ ïîçèöèÿ.

14. (40 áàëëîâ) Ñóùåñòâóåò ëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, äëÿ êîòîðîãî ÷èñëà n4 +4 è (n+

+ 2)4 + 4 âçàèìíî ïðîñòû?

Îòâåò: Íåò.

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå: n4 +4 = n4 +4n2 +4− 4n2 = (n2 +2)2 − (2n)2 =

= (n2−2n+2)(n2+2n+2). Àíàëîãè÷íî, (n+2)4+4 = ((n+2)2−2(n+2)+2)((n+2)2+

+ 2(n+ 2) + 2) = (n2 + 2n+ 2)(. . .). Òî åñòü ìû íàøëè ó äâóõ ÷èñåë îáùèé äåëèòåëü

n2 + 2n+ 2, êîòîðûé, î÷åâèäíî, áîëüøå 1.

15. (40 áàëëîâ)×èñëà îò 1 äî 2568 ðàñïîëîæåíû â ñòðîêó â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ. Çà îäèí

õîä ðàçðåøàåòñÿ ëèáî:

1. ïîìåíÿòü ìåñòàìè ëþáîå ÷¼òíîå ÷èñëî ñ ñîñåäíèì;

2. ëèáî, åñëè ïîäðÿä èäóò òðè íå÷¼òíûõ ÷èñëà, ïîìåíÿòü ìåñòàìè ïåðâîå è òðå-

òüå èç íèõ.

Ìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ òàêèõ äåéñòâèé ïåðåñòàâèòü ÷èñëà òàê, ÷òîáû îíè áûëè

óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ?

Îòâåò: Íåò.

Ðåøåíèå. Áóäåì ñìîòðåòü òîëüêî íà ðàñïîëîæåíèå íå÷åòíûõ ÷èñåë îòíîñèòåëüíî

äðóã äðóãà. Òîãäà ïåðâàÿ îïåðàöèÿ íå âëèÿåò íà ýòî ðàñïîëîæåíèå. Èçíà÷àëüíî ÷èñëî

1 íà ïåðâîì ìåñòå ñðåäè íå÷åòíûõ. Ïðè ñëåäóþùèõ îïåðàöèÿõ íîìåð åäèíèöû ñðåäè

íå÷åòíûõ áóäåò ëèáî íå ìåíÿòüñÿ, ëèáî èçìåíÿòüñÿ íà 2. Íî â êîíöå îíà äîëæíà

îêàçàòüñÿ íà 2568/2 = 1284 ìåñòå ñðåäè íå÷åòíûõ. Î÷åâèäíî, ÷òî èçìåíåíèÿìè íà 2

íåëüçÿ èç 1 ïîëó÷èòü 1284.

16. (40 áàëëîâ) Â êîìïàíèè èç 734 ÷åëîâåê íåêîòîðûå ïàðû ëþäåé âðàæäóþò ìåæäó

ñîáîé (âðàæäà âçàèìíà). Èçâåñòíî, ÷òî ó êàæäîãî â êîìïàíèè íå áîëåå 19 âðàãîâ.

Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî ðàçáèòü âñåõ ëþäåé íà íå áîëåå ÷åì 5 ãðóïï òàê, ÷òî

êîëè÷åñòâî ïàð âðàãîâ, îêàçàâøèõñÿ â îäíîé ãðóïïå, áóäåò íå áîëåå 1101.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå ëþäåé íå áîëåå ÷åì íà 5 ãðóïï ñ íàèìåíüøèì

÷èñëîì ïàð âðàãîâ âíóòðè ãðóïï. Åñëè ó êîãî-òî èç ëþäåé â ñâîåé ãðóïïå õîòÿ áû 4

âðàãà, òî íàéäåòñÿ äðóãàÿ ãðóïïà, â êîòîðîé ó íåãî íå áîëåå 3 âðàãîâ (èíà÷å âðàãîâ

áûëî áû ⩾ 4 · 5 = 20). Òîãäà ìîæíî ïåðåìåñòèòü ýòîãî ÷åëîâåêà â äðóãóþ ãðóïïó

è óìåíüøèòü ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî âðàãîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ó êàæäîãî íå áîëåå 3

âðàãîâ â åãî ãðóïïå. Òîãäà âñåãî ïàð âðàãîâ âíóòðè ãðóïï íå áîëåå 734 · 3/2 = 1101,

÷òî è òðåáîâàëîñü.
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