
Îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ ÑÏáÃÓ ïî ìàòåìàòèêå

Ïðèìåðû çàäàíèé îòáîðî÷íîãî ýòàïà

2024/2025 ó÷åáíûé ãîä

Çàäàíèÿ äëÿ 6�7 êëàññîâ

1. (15 áàëëîâ) Â èíôîðìàöèîííîé ñèñòåìå Óíèâåðñèòåòà Ñêàçî÷íîãî Ñîäðóæåñòâà

ñîõðàíåíèå àíêåòû àáèòóðèåíòà òðåáóåò ðîâíî 10 ìèíóò; ïðè ýòîì êàæäàÿ òðå-

òüÿ àíêåòà ñîõðàíÿåòñÿ íå ñ ïåðâîãî ðàçà, à òîëüêî ñî âòîðîãî. Âî âðåìÿ ñîõðà-

íåíèÿ àíêåòû àáèòóðèåíòà ñåêðåòàðü ïðèåìíîé êîìèññèè õîäèò âîêðóã ñòîëà ñ

êîìïüþòåðîì ñî ñêîðîñòüþ 5 êì/÷. Ñêîëüêî êèëîìåòðîâ ïðîéäåò ñåêðåòàðü ïðè-

åìíîé êîìèññèè çà âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ñîõðàíåíèÿ àíêåò 1800 àáèòóðèåíòîâ?

Îòâåò: 2000.

Ðåøåíèå. Íà ñîõðàíåíèå êàæäûõ òðåõ àíêåò íåîáõîäèìî 10+ 10+ 10 · 2 = 40 ìèíóò

(òàê êàê ïåðâûå äâå àíêåòû èç ðàññìàòðèâàåìîé òðîéêè ñîõðàíÿòñÿ ñ ïåðâîãî ðàçà,

íà ÷òî ïîòðåáóåòñÿ 20 ìèíóò, à òðåòüÿ àíêåòà ñîõðàíèòñÿ òîëüêî ñî âòîðîãî ðàçà, òî

åñòü äåéñòâèå ¾ñîõðàíèòü¿ ñ ýòîé àíêåòîé íóæíî áóäåò ñîâåðøèòü äâàæäû � íà ÷òî

ïîòðåáóåòñÿ åù¼ 20 ìèíóò). 1800 àíêåò ðàçáèâàþòñÿ íà 600 òðîåê (â äàííîì ñëó÷àå

íàöåëî). Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî íà âñå àíêåòû ïîòðåáóåòñÿ 600·40 ìèí = 24000 ìèí =

= 400 ÷àñîâ.

Çà ýòî âðåìÿ ñåêðåòàðü êîìèññèè ïðîéäåò 400 ÷àñîâ · 5 êì/÷ = 2000 êì.

2. (15 áàëëîâ) Ôèðìà èçãîòàâëèâàåò ñëàäîñòè èç òåðòîãî êàêàî, ñàõàðà, ìàñëà êàêàî

è ìîëîêà, íå èñïîëüçóÿ äðóãèå èíãðåäèåíòû. Íà óïàêîâêå òîâàðà íåîáõîäèìî óêàçû-

âàòü ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå êàêàî. Îäíàêî, ýòî ìîæåò áûòü êàê ïðîöåíò âñåõ

êàêàî-ïðîäóêòîâ îò îáùåé ìàññû òîâàðà, òàê è ïðîöåíò òåðòîãî êàêàî îò îáùåé

ìàññû êàêàî-ïðîäóêòîâ.

×åìó ðàâíà ðàçíîñòü ìåæäó ïåðâîé è âòîðîé èç ýòèõ âåëè÷èí, åñëè äëÿ èçãîòîâ-

ëåíèÿ ïàðòèè ñëàäîñòåé áûëî èñïîëüçîâàíî 14 êã òåðòîãî êàêàî, 2 êã ñàõàðà, 2 êã

ìàñëà êàêàî è 2 êã ìîëîêà? Â îòâåòå çàïèøèòå ÷èñëî ñ òî÷íîñòüþ äî òðåõ çíàêîâ

ïîñëå çàïÿòîé, áåç óêàçàíèÿ çíàêà ïðîöåíòà.

Îòâåò: −7,5.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì âåñ èñïîëüçîâàííîãî òåðòîãî êàêàî ÷åðåç x, ñàõàð ÷åðåç y,

ìàñëà êàêàî ÷åðåç z, ìîëîêà ÷åðåç d. Òîãäà ïåðâàÿ âåëè÷èíà, ïðîöåíò âñåõ êàêàî-

ïðîäóêòîâ îò îáùåé ìàññû ïðîäóêòîâ, ýòî x+z
x+y+z+d

· 100%. Âòîðàÿ âåëè÷èíà, ïðîöåíò
òåðòîãî êàêàî îò îáùåé ìàññû êàêàî-ïðîäóêòîâ, ýòî x

x+z
· 100%.
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Îòâåò íà âîïðîñ çàäà÷è: ðàçíîñòü ïåðâîé è âòîðîé âåëè÷èíàìè. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî(
14 + 2

14 + 2 + 2 + 2
− 14

14 + 2

)
· 100% = 80%− 87,5% = −7,5%.

3. (35 áàëëîâ) Ó áðàòüåâ Âàñè è Ôåäè æèâóò òðè êîòà: Ïîòàïû÷, Óøàñòèê è Øóñò-

ðèê. Ïîòàïû÷à íóæíî ãëàäèòü 30 ìèíóò â äåíü, ïðè÷åì áåç ïåðåðûâà. Óøàñòèêà �

40 ìèíóò â äåíü, íî ìîæíî ïðåðûâàòüñÿ ðàç â 10 ìèíóò, õîòÿ è íå îáÿçàòåëüíî.

Øóñòðèêà � 60 ìèíóò â äåíü è ìîæíî ïðåðûâàòüñÿ ðàç â 15 ìèíóò, íî òîæå íå

îáÿçàòåëüíî.

Òî åñòü, íàïðèìåð, ìîæíî ãëàäèòü Óøàñòèêà 10 ìèíóò, à ïîòîì åùå 30 ìèíóò;

íî íåëüçÿ 15 ìèíóò è 25 ìèíóò. Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî âðåìåíè (â ìè-

íóòàõ) åæåäíåâíî òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïîãëàäèòü âñåõ òðåõ êîòîâ? (Áðàòüÿ ìîãóò

îäíîâðåìåííî ãëàäèòü äâóõ êîòîâ: Âàñÿ îäíîãî êîòà, à Ôåäÿ êàêîãî-òî äðóãîãî.)

Îòâåò: 65.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó îäíîâðåìåííî ìîãóò ãëàäèòüñÿ äâà êîòà, òî îáùåå âðåìÿ íå

ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì (30 + 40 + 60) : 2 = 65 ìèíóò.

Ïðîâåðèì, ÷òî ýòà îöåíêà äîñòèãàåòñÿ (ïîñòðîèì ïðèìåð). Ñ÷èòàåì, ÷òî áðàòüÿ íà-

÷èíàþò ãëàäèòü êîòîâ îäíîâðåìåííî.

Âàñÿ: ãëàäèò Øóñòðèêà 15 ìèíóò, ïîòîì Ïîòàïû÷à 30 ìèíóò, ïîòîì Óøàñòèêà 20

ìèíóò. Èòîãî 65 ìèíóò.

Ôåäÿ: ãëàäèò Óøàñòèêà 20 ìèíóò, ïîòîì Øóñòðèêà 45 ìèíóò. Èòîãî òîæå 65 ìèíóò.

Îòìåòèì, ÷òî ïðèìåð êîððåêòåí, òî åñòü íèêàêîé êîò íå ãëàäèòñÿ îäíîâðåìåííî

îáîèìè áðàòüÿìè (Óøàñòèêà ñíà÷àëà ãëàäèò Ôåäÿ 20 ìèíóò, à ÷åðåç 25 ìèíóò ãëàäèò

Âàñÿ òîæå â òå÷åíèå 20 ìèíóò. Øóñòðèêà ñíà÷àëà ãëàäèò Âàñÿ 15 ìèíóò, à ÷åðåç 5

ìèíóò ãëàäèò Ôåäÿ â òå÷åíèå 45 ìèíóò).

4. (35 áàëëîâ) Êàòÿ, Ñàøà, ãíîì-õàìåëåîí è 12 ãîëóáåé ñèäÿò íà ñêàìåéêå. Êàòÿ è

Ñàøà âåäóò áåñåäó: íà êàæäûå 5 ôðàç Êàòè â îòâåò Ñàøà ãîâîðèò îäíó; íà÷è-

íàåò áåñåäó Êàòÿ. Åñëè íîìåð âûñêàçàííîé â áåñåäå ôðàçû äåëèòñÿ íà 4, òî îäèí

èç ãîëóáåé óëåòàåò. Îêðàñêà ãíîìà-õàìåëåîíà çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà ãîëóáåé íà

ñêàìåéêå: à) åñëè îíî áîëüøå 6 è ÷åòíîå, òî îêðàñêà áåëàÿ; á) åñëè ìåíüøå 6 è ÷åò-

íîå, òî îêðàñêà ÷åðíàÿ; â) åñëè îíî íå÷åòíîå, òî îêðàñêà êðàñíàÿ; ã) â îñòàëüíûõ

ñëó÷àÿõ îêðàñêà çåëåíàÿ. Êàêîãî öâåòà áóäåò îêðàñêà ãíîìà ïîñëå 4-é ôðàçû Ñàøè?

Îòâåò: çåë¼íîé.

Ðåøåíèå. Òàê êàê íà÷èíàåò áåñåäó Êàòÿ, òî ñíà÷àëà îíà ïðîèçíåñåò 5 ôðàç, ïîòîì

Ñàøà ïðîèçíåñåò îäíó, çàòåì 5 ôðàç îïÿòü ïðîèçíåñåò Êàòÿ, à ïîòîì îäíó Ñàøà è

òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, ÷åòâåðòàÿ ôðàçà Ñàøè � ýòî 24-ÿ ôðàçà âñåé áåñåäû.
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Êîëè÷åñòâî ãîëóáåé íà ñêàìåéêå óìåíüøàåòñÿ íà îäíîãî ãîëóáÿ êàæäûå 4 ôðàçû, òî

åñòü âî âðåìÿ ÷åòâåðòîé ôðàçû Ñàøè óëåòèò 24 : 4 = 6 ãîëóáåé. Çíà÷èò íà ñêàìåéêå

îñòàíåòñÿ 12− 6 = 6 ãîëóáåé. Òàêîå êîëè÷åñòâî ãîëóáåé ïîïàäàåò ïîä ñëó÷àé ã).

5. (50 áàëëîâ) Ïóíêòû À è Á íàõîäÿòñÿ â ëåâîì íèæíåì è ïðàâîì âåðõíåì óãëàõ ñî-

îòâåòñòâåííî ïîëÿ ðàçìåðîì 10×15 êëåòî÷åê. Èãðîêó íåîáõîäèìî ïåðåìåñòèòüñÿ

èç ïóíêòà À â ïóíêò Á, äâèãàÿñü òîëüêî ïî ñòîðîíàì êëåòî÷åê è íå âûõîäÿ çà ïðå-

äåëû ïîëÿ. Çà îäèí õîä ìîæíî ïåðåäâèíóòüñÿ íà îäíó êëåòî÷êó â ëþáîì äîñòóïíîì

íàïðàâëåíèè è íà òðè êëåòî÷êè � â íàïðàâëåíèè ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïåðâîìó (òî

åñòü õîä � ýòî ïåðåìåùåíèå áóêâîé ¾Ã¿, âîçìîæíî, ïåðåâåðíóòîé).

Çà êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî õîäîâ èãðîê ìîæåò ïåðåìåñòèòüñÿ èç À â Á?

Åñëè òàêîå ïåðåìåùåíèå íåâîçìîæíî, òî äîêàæèòå ïî÷åìó.

Îòâåò: óêàçàííûìè õîäàìè ïåðåìåñòèòüñÿ èç À â Á íåëüçÿ.

Ðåøåíèå. Õîä � ýòî èçìåíåíèå êîîðäèíàò òåêóùåãî ïîëîæåíèÿ èãðîêà. Åñëè ïåðâîå

ïåðåìåùåíèå ñîâåðøåíî ïî ãîðèçîíòàëè, òî êîîðäèíàòû ìîãóò èçìåíèòüñÿ ÷åòûðüìÿ

ñïîñîáàìè: (+1, +3), (+1, −3), (−1, +3), (−1, −3). Åñëè ïåðâîå ïåðåìåùåíèå ñîâåð-

øåíî ïî âåðòèêàëè, òî òàêæå âîçìîæíî 4 âàðèàíòà èçìåíåíèÿ êîîðäèíàò: (+3, +1),

(+3, −1), (−3, +1), (−3, −1).

Çàìåòèì, ÷òî ñóììà êîîðäèíàò áóäåò èçìåíÿòüñÿ íà: +4, −4, +2, −2. Òî åñòü ñóììà

êîîðäèíàò íå ïîìåíÿåò ñâîåé ÷åòíîñòè. Åñëè ïóíêò À èìååò êîîðäèíàòû (x, y), òî

ïóíêò Á áóäåò èìåòü êîîðäèíàòû (x+15, y+10) èëè (x+10, y+15). Ëåãêî çàìåòèòü,

÷òî ÷åòíîñòü ñóììû êîîðäèíàò ó ïóíêòîâ À è Á ðàçíàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, óêàçàííûìè

õîäàìè ïåðåìåñòèòüñÿ èç À â Á íåëüçÿ.

6. (50 áàëëîâ) Êëåòêè äîñêè N×N ïîêðàøåíû â òðè öâåòà: áåëûé, ÷¼ðíûé è çåë¼íûé.

Èçâåñòíî, ÷òî íà ýòîé äîñêå ìîæíî âûáðàòü ðàçëè÷íûõ ðîâíî 194 ïðÿìîóãîëüíèêà

ðàçìåðîì 1×3, ïðè÷åì âñå ïðÿìîóãîëüíèêè áóäóò òðåõöâåòíûìè, òî åñòü íå áóäóò

ñîäåðæàòü êëåòêè îäèíàêîâûõ öâåòîâ. Íàïðèìåð, íà äîñêå 3 × 3 ìîæíî âûáðàòü

ðàçëè÷íûõ òðè ãîðèçîíòàëüíûõ è ðàçëè÷íûõ òðè âåðòèêàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíèêà

ðàçìåðà 1× 3.

Íàéäèòå íàèìåíüøåå N , ïðè êîòîðîì ýòî âîçìîæíî.

Îòâåò: 11.

Ðåøåíèå. Âûáðàòü íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïîëíîñòüþ ðàçíîöâåòíûõ ïðÿìîóãîëü-

íèêîâ óêàçàííîãî ðàçìåðà ìîæíî ïðè ¾øàõìàòíîé¿ ðàñêðàñêå äîñêè, òî åñòü êîãäà

âñå âîçìîæíûå òàêèå ïðÿìîóãîëüíèêè áóäóò èç êëåòîê òðåõ ðàçíûõ öâåòîâ. Òàêàÿ

ðàñêðàñêà äîñêè ïîëó÷àåòñÿ, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïåðâóþ ñòðîêó êðà-

ñèì áåëûé-÷¼ðíûé-çåëåíûé è äàëåå ïî êðóãó; âòîðóþ ñòðîêó, íà÷èíàÿ ñ ÷¼ðíîãî:
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÷¼ðíûé-çåë¼íûé-áåëûé è äàëåå ïîâòîðÿåì; òðåòüþ îïÿòü ñî ñäâèãîì íà îäèí öâåò:

çåë¼íûé-áåëûé-÷¼ðíûé è ïîâòîðÿåì.

Åñëè îïèñûâàòü ïðîöåññ ðàñêðàñêè ìàòåìàòè÷åñêè, òî ìîæíî ðàññóæäàòü òàê. Ïðî-

íóìåðóåì ñòðîêè è ñòîëáöû äîñêè ÷èñëàìè îò 1 äî N , à êëåòêàì ñîïîñòàâèì ñóììó

íîìåðà ñòðîêè è íîìåðà ñòîëáöà, â êîòîðûõ ëåæèò êëåòêà. Òîãäà êëåòêè ïåðâîé

ñòðîêè áóäóò èìåòü íîìåðà îò 2 äî N + 1, êëåòêè âòîðîé ñòðîêè � íîìåðà îò 3 äî

N + 2 è òàê äàíåå. Êðàñèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè íîìåð êëåòêè äàåò îñòàòîê 2

ïðè äåëåíèè íà 3 � â áåëûé, åñëè äåëèòñÿ íà 3 áåç îñòàòêà � â ÷åðíûé, åñëè îñòàòîê

1 ïðè äåëåíèè íà 3 � â çåëåíûé.

Òåïåðü çàìåòèì ñëåäóþùåå. Ëþáîé ïðÿìîóãîëüíèê 1× 3 ñîäåðæèò òðè êëåòêè ïîä-

ðÿä � ëèáî ãîðèçîíòàëüíûå, ëèáî âåðòèêàëüíûå; íî íîìåðà ýòèõ êëåòîê â îáîèõ ñëó-

÷àÿõ èäóò ïîäðÿä. Ïðè ãîðèçîíòàëüíûõ êëåòêàõ � ó íèõ îäèíàêîâûé íîìåð ñòðîêè,

íî íîìåðà ñòîëáöîâ � òðè ïîäðÿä èäóùèõ; â âåðòèêàëüíîì ñëó÷àå íàîáîðîò. Ýòî

çíà÷èò, ÷òî òàêèå êëåòêè áóäóò ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà, òî åñòü ïðÿìîóãîëüíèê

èç íèõ ñîñòàâëåííûé áóäåò òðåõöâåòíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ¾øàõìàòíàÿ¿ ðàñêðàñêà

äåéñòâèòåëüíî äåëàåò âñå âîçìîæíûå ïðÿìîóãîëüíèêè 1× 3 òðåõöâåòíûìè.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè äîñêà íåáîëüøîãî ðàçìåðà, òî âûáðàòü óêàçàííîå êîëè÷åñòâî

ïðÿìîóãîëüíèêîâ íå ïîëó÷èòñÿ. Âû÷èñëèì, êàêîå ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïðÿìî-

óãîëüíèêîâ ìîæíî âûáðàòü íà òàêèì îáðàçîì ïîêðàøåííîé äîñêå. Ïîñêîëüêó äîñêà

êâàäðàòíàÿ, òî åñòü ÷èñëî ñòðîê ðàâíî ÷èñëó ñòîëáöîâ, òî áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëü-

êî îäíó ñòðîêó, à ïîòîì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïðîñòî óìíîæèì íà 2N . (N � ÷èñëî

ñòðîê, 2 � òàê êàê íóæíî ðàññìàòðèâàòü íå òîëüêî ñòðîêè, íî è ñòîëáöû). Åñëè ìû

áóäåì ðàñïîëàãàòü ïðÿìîóãîëüíèêè, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîé êëåòî÷êè ñòðîêè, òî èõ â ñòðî-

êå ïîìåñòèòñÿ [N/3]; åñëè íà÷èíàÿ ñî âòîðîé êëåòî÷êè, òî [(N − 1)/3]; åñëè íà÷èíàÿ

ñ òðåòüåé, òî [(N − 2)/3] ([x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x, òî åñòü íàèáîëüøåå öåëîå, íå

ïðåâîñõîäÿùåå x). Çíà÷èò âñåãî íà äîñêå ìîæíî âûáðàòü 2N · ([N/3] + [(N − 1)/3] +

+ [(N − 2)/3]) ïðÿìîóãîëüíèêîâ ðàçìåðà 1 × 3. Ïîýòîìó çíà÷åíèÿ N , ïðè êîòîðûõ

ýòî âûðàæåíèå ìåíüøå 194, òî÷íî íå ïîäõîäÿò.

Â ñëó÷àå, êîãäà N = 10 ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî òðåõöâåòíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ

ðàçìåðà 1× 3, êîòîðûå ìîæíî âûáðàòü, áóäåò ðàâíî 160. Êîãäà N = 11 � 198.

Íî äëÿ íàèìåíüøåãî N , äëÿ êîòîðîãî ýòî âûðàæåíèå íå ìåíüøå 194, íóæíî ïðîâå-

ðèòü äîñòèæèìîñòü îöåíêè, òî åñòü ïðèâåñòè ïðèìåð ðàñêðàñêè äîñêè óêàçàííîãî

ðàçìåðà, êîãäà ìîæíî âûáðàòü ðîâíî 194 ðàçíîöâåòíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Îòìåòèì ñëåäóþùåå:

� èçìåíåíèå öâåòà óãëîâîé êëåòêè â ¾øàõìàòíîé ðàñêðàñêå¿ âëèÿåò íà ¾ðàçíî-

öâåòíîñòü¿ ðîâíî äâóõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ (òåõ, â êîòîðûå îíà âõîäèò) � êðàéíåãî
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ïî ñòðîêå è êðàéíåãî ïî ñòîëáöó;

� èçìåíåíèå öâåòà êëåòêè íà ñòîðîíå ðÿäîì ñ óãëîâîé âëèÿåò íà ¾ðàçíîöâåòíîñòü¿

ðîâíî òðåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ � äâóõ âî îäíîìó èçìåðåíèþ (ïî ñòîðîíå) è îäíîé

ïî äðóãîìó;

� èçìåíåíèå öâåòà êëåòêè íà ñòîðîíå (âíóòðè) âëèÿåò íà èçìåíåíèå ¾ðàçíîöâåò-

íîñòè¿ ÷åòûðåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ � óæå òðåõ ïî ñòîðîíå è îäíîãî â ïåðïåíäè-

êóëÿðíîì íàïðàâëåíèè;

� ìàêñèìàëüíîå âëèÿíèå èçìåíåíèÿ öâåòà îäíîé êëåòêè, êîãäà îíà ðàñïîëàãàåòñÿ

âíóòðè äîñêè, íå ìåíåå ÷åì â òðåõ ñòðîêàõ è ñòîëáöàõ îò êðàÿ, òîãäà ïîðòèòñÿ

¾ðàçíîöâåòíîñòü¿ øåñòè ïðÿìîóãîëüíèêîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà äîñêå 11×11 ìîæíî áûëî âûáðàòü ðîâíî 194 ðàçíîöâåòíûõ

ïðÿìîóãîëüíèêà 1 × 3, íóæíî, íàïðèìåð, ó äâóõ óãëîâûõ êëåòîâ äîñêè èçìåíèòü

îêðàñêó íà ëþáóþ íåïðàâèëüíóþ.
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