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ÂÀÐÈÀÍÒ 17101 äëÿ 10 êëàññà

1. Âî ñêîëüêî ðàç ÷èñëî A áîëüøå èëè ìåíüøå ÷èñëà B, åñëè

A = 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸
2022 ðàç

+ 2 + . . .+ 2︸ ︷︷ ︸
2021 ðàç

+ . . .+ 2021 + 2021 + 2022,

B = 2023 + . . .+ 2023︸ ︷︷ ︸
2022 ðàç

+ 2022 + . . .+ 2022︸ ︷︷ ︸
2021 ðàç

+ . . .+ 3 + 3 + 2.

Ðåøåíèå

×èñëî B âû÷èñëèì â ñîîòâåòñòâèè ñ åãî çàïèñüþ êàê

B =
2022∑
m=1

Qm, ãäå Qm = (m+ 1)m.

×èñëî A ïåðåïèøåì êàê ñóììó àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèé

A = 1 + (1 + 2) + . . .+ (1 + 2 + . . .+ 2021) + (1 + 2 + . . .+ 2022).

Òîãäà

A =
2022∑
m=1

Sm, ãäå Sm = (m+ 1)m/2.

Òåïåðü âèäíî, ÷òî A è B ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóììû ñ ðàâíûì êîëè÷å-
ñòâîì ñëàãàåìûõ, íî êàæäîå ñëàãàåìîå â A âäâîå ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùåãî
ñëàãàåìîãî â B.

Îòâåò: â äâà ðàçà ìåíüøå (A = 1
2B).

2. Äâå îêðóæíîñòè êàñàþòñÿ äðóã äðóãà âíåøíèì îáðàçîì è êàæäàÿ èç íèõ
êàñàåòñÿ âíóòðåííèì îáðàçîì áîëüøåé îêðóæíîñòè. Ðàäèóñ îäíîé â äâà ðà-
çà, à äðóãîé � â òðè ðàçà ìåíüøå ðàäèóñà íàèáîëüøåé îêðóæíîñòè. Íàéäèòå
îòíîøåíèå äëèíû îòðåçêà îáùåé âíóòðåííåé êàñàòåëüíîé ê ìàëûì îêðóæíî-
ñòÿì, çàêëþ÷åííîãî âíóòðè íàèáîëüøåé, ê åå äèàìåòðó.

Ðåøåíèå

Ïóñòü ðàäèóñû ìàëûõ îêðóæíîñòåé ðàâíû 2r è 3r. Òîãäà ðàäèóñ íàèáîëü-
øåé (âíåøíåé) ðàâåí 6r.



O1

O2O
D
K

F

M

Ðàññìîòðèì 4O1OO2. Åãî ñòîðîíû ðàâíû 3r, 4r è 5r, ñëåäîâàòåëüíî, îí
ïðÿìîóãîëüíûé.

Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ èñêîìîé õîðäû (íà ðèñ. îáîçíà÷åíà ñèíèì)
ñ îòðåçêîì O1O2 ÷åðåç F , à ñ îòðåçêîì OO2 ÷åðåç K. Îïóñòèì èç öåíòðà íàè-
áîëüøåé îêðóæíîñòè ïåðïåíäèêóëÿð OD íà èñêîìóþ õîðäó (îòðåçîê îáùåé
êàñàòåëüíîé). Òîãäà èñêîìàÿ õîðäà äåëèòñÿ òî÷êîé D ïîïîëàì è ïåðïåíäè-
êóëÿðíà îòðåçêàì OD è O1O2.

Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè O1OO2, KFO2, KDO ïîäîáíû. Ïîýòîìó
KO2

FO2
=

O1O2

OO2
, îòêóäà KO2 =

5
2r è KO = 3

2r.

Äàëåå,
OD

KO
=

OO2

O1O2
, îòêóäà OD = 6

5r.

Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ODM íàõîäèì ïîëîâèíó èñêîìîé õîðäû
MD2 = (6r)2 −

(
6
5r
)2

= 36·24
25 r.

Èñêîìîå îòíîøåíèå õîðäû ê äèàìåòðó ðàâíî
MD

6r
=

√
24

5
=

2
√
6

5
.

Îòâåò:
2
√
6

5
.

3. Äàí ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä. Ïåðèìåòðû êàæäîé èç åãî òðåõ
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ãðàíåé ðàâíû ñòîðîíàì íîâîãî ïðÿìîóãîëüíîãî
ïàðàëëåëåïèïåäà. Êàêèì ìîæåò áûòü ìèíèìàëüíîå îòíîøåíèå îáúåìà íîâîãî
ïàðàëëåëåïèïåäà ê îáúåìó èñõîäíîãî?

Ðåøåíèå

Ïóñòü x, y, z � ñòîðîíû èñõîäíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà. Òîãäà îáúåì íîâîãî
ðàâåí

V2 = 2 · (x+ y) · 2 · (y + z) · 2 · (z + x).



Èñêîìîå îòíîøåíèå îáúåìîâ åñòü

V2

V1
=

8(x+ y)(y + z)(z + x)

xyz
=

8(xy + y2 + xz + yz)(z + x)

xyz
=

=
8(2xyz + y2z + xz2 + yz2 + x2y + xy2 + x2z)

xyz
=

= 8

(
2 +

y

x
+

x

y
+

z

y
+

y

z
+

z

x
+

x

z

)
Ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî

a

b
+

b

a
≥ 2, ïîëó÷àåì

V2

V1
≥ 8(2 + 2 + 2 + 2) = 64.

Îòâåò: 64.

4. Ìîæåò ëè óðàâíåíèå

x2022 − 2x2021 − 3x2020 − . . .− 2022x− 2023 = 0

èìåòü äâà ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ?

Ðåøåíèå 1

Äîêàæåì, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî.
Îò èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåéäåì ê óðàâíåíèþ, â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû

ìíîãî÷ëåíà îáðàçóþò ïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòàíîâêó (a2, a3, . . . , a2023) èç ÷èñåë
{2, 3, . . . , 2023}:

x2022 − a2 x
2021 − a3 x

2020 − . . .− a2022 x− a2023 = 0

Çàìåòèì, ÷òî x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ, ò.ê. ïðè åãî ïîäñòàíîâêå
â óðàâíåíèå ïîëó÷èì:

−a2023 = 0,

÷òî íåâåðíî.
Ïåðåíåñ¼ì âñå îòðèöàòåëüíûå ÷ëåíû íàïðàâî, à çàòåì ïîäåëèì óðàâíåíèå

íà x2022 (ïðè óñëîâèè x 6= 0):

x2022 = a2 x
2021 + a3 x

2020 + . . .+ a2022 x+ a2023

1 =
a2
x

+
a3
x2

+ . . .+
a2022
x2021

+
a2023
x2022



Â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïîëó÷èëè ñòðîãî ìîíîòîííî óáûâàþùóþ íà ïî-
ëîæèòåëüíîé ïîëóîñè ôóíêöèþ:

f(x) =
2022∑
k=1

ak+1

xk

Äîêàçàòåëüñòâî ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè: ïóñòü x1 > 0, x2 > 0, x1 < x2.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî k ∈ {1, 2, . . . , 2022} âûïîëíåíî:

ak+1

xk2
<

ak+1

xk1
⇒ f(x2) < f(x1)

Ñòðîãîå ìîíîòîííîå óáûâàíèå f(x) íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè îçíà÷àåò,
÷òî îíà ïåðåñåêàåò ãîðèçîíòàëüíóþ ïðÿìóþ y = 1 â åäèíñòâåííîé òî÷êå,
êîòîðàÿ è áóäåò åäèíñòâåííûì ïîëîæèòåëüíûì êîðíåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ðåøåíèå 2

Îò èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåéäåì ê óðàâíåíèþ, â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû
ìíîãî÷ëåíà îáðàçóþò ïðîèçâîëüíóþ ïåðåñòàíîâêó (a2, a3, . . . , a2023) èç ÷èñåë
{2, 3, . . . , 2023}:

x2022 − a2 x
2021 − a3 x

2020 − . . .− a2022 x− a2023 = 0

Çàìåòèì, ÷òî x = 0 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ, ò.ê. ïðè åãî ïîäñòàíîâêå
â óðàâíåíèå ïîëó÷èì:

−a2023 = 0,

÷òî íåâåðíî.
Ñâîáîäíûé ÷ëåí −a2023 âûðàæàåò ïðîèçâåäåíèå âñåõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà.

Ïî ñëåäñòâèþ èç îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû çíàåì, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíà 2022-îé
ñòåïåíè 2022 êîðíÿ, òî åñòü ÷åòíîå ÷èñëî. Ïðîèçâåäåíèå ÷åòíîãî ÷èñëà îò-
ðèöàòåëüíûõ êîðíåé áûëî áû ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì. Çíà÷èò, õîòÿ áû îäèí
êîðåíü ïîëîæèòåëüíûé. Ïîêàæåì, ÷òî áîëüøå îäíîãî ïîëîæèòåëüíîãî êîðíÿ
ó ìíîãî÷ëåíà áûòü íå ìîæåò.

Ïåðåíåñ¼ì âñå îòðèöàòåëüíûå ÷ëåíû íàïðàâî, à çàòåì ïîäåëèì óðàâíåíèå
íà x2022 (ïðè óñëîâèè x 6= 0):

x2022 = a2 x
2021 + a3 x

2020 + . . .+ a2022 x+ a2023

1 =
a2
x

+
a3
x2

+ . . .+
a2022
x2021

+
a2023
x2022

Îáçíà÷èì y =
1

x
. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå:

a2 y + a3 y
2 + . . .+ a2022 y

2021 + a2023 y
2022 = 1



Ïóñòü ó èñõîäíîãî ìíîãî÷ëåíà èìåþòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå 2 ðàçëè÷íûõ ïî-
ëîæèòåëüíûõ êîðíÿ: x1 > 0, x2 > 0. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, x2 < x1.

Òîãäà ó ìíîãî÷ëåíà îòíîñèòåëüíî y òîæå èìåþòñÿ 2 ðàçëè÷íûõ ïîëîæè-

òåëüíûõ êîðíÿ: y1 =
1

x1
, y2 =

1

x2

x2 < x1 ⇒ y1 < y2 ⇒ y2 = y1 + r, r > 0

Ïîäñòàâèì êîðíè y1, y2 â óðàâíåíèå:{
a2 y1 + a3 y

2
1 + . . .+ a2022 y

2021
1 + a2023 y

2022
1 = 1

a2 y2 + a3 y
2
2 + . . .+ a2022 y

2021
2 + a2023 y

2022
2 = 1

Ðàñêðîåì y2 = y1 + r âî âòîðîì óðàâíåíèè:{
a2 y1 + a3 y

2
1 + . . .+ a2023 y

2022
1 = 1

a2 (y1 + r) + a3 (y1 + r)2 + . . .+ a2023 (y1 + r)2022 = 1

Ðàñêðîåì áèíîìû âî âòîðîì óðàâíåíèè:{
a2 y1 + a3 y

2
1 + . . .+ a2023 y

2022
1 = 1

a2 y1 + a2 r + a3 y
2
1 + a3 (2y1r + r2) + . . .+ a2023 y

2022
1 + a2023

∑2022
k=1 C

k
2022y

2022−k
1 rk = 1

Âû÷òåì èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîå:

a2 r + a3 (2y1r + r2) + . . .+ a2023

2022∑
k=1

Ck
2022y

2022−k
1 rk = 0

Çàìåòèì, y1 > 0, ak > 0, ìíîæèòåëü r âõîäèò â êàæäîå ñëàãàåìîå, çíà÷èò:

r = 0⇒ y1 = y2 ⇒ x1 = x2

Òî åñòü èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí èìååò åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü.

5. Íàéäèòå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû x2 + y2, åñëè èçâåñòíî, ÷òî

x2 + y2 = 3x+ 8y.

Ðåøåíèå

1 ñïîñîá

Ââåäåì äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò è ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð
a ñ êîîðäèíàòàìè (x, y) è ôèêñèðîâàííûé âåêòîð c ñ êîîðäèíàòàìè (3, 8).



Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü óñëîâèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò äëèíû âåêòîðà a, à
ïðàâàÿ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a è c:

|a|2 = (a, c).

Îöåíèâàÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ÷åðåç äëèíû ñîìíîæèòåëåé, ïîëó÷àåì

|a|2 ≤ |a| · |c| ⇔ |a| ≤ |c|.

Êàê èçâåñòíî, ðàâåíñòâî âîçìîæíî è äîñòèãàåòñÿ ïðè âåêòîðàõ, ëåæàùèõ
íà îäíîé ïðÿìîé. Ïîýòîìó ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå áóäåò äîñòèãàòüñÿ, íàïðè-
ìåð, ïðè a = c.

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì 32 + 82 = 73.

2 ñïîñîá

Ïðåîáðàçóåì óñëîâèå, âûäåëèâ ïîëíûå êâàäðàòû.

x2 + y2 = 3x+ 8y ⇔
(
x− 3

2

)2
+ (y − 4)2 = 73

4 .

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè çàäàííîãî ìíîæåñòâà ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ öåí-
òðîì â òî÷êå

(
3
2 , 4
)
. Òî÷êè ñ ôèêñèðîâàííûì çíà÷åíèåì âåëè÷èíû x2 + y2

òàêæå ëåæàò íà îêðóæíîñòè (ñ öåíòðîì íà÷àëå êîîðäèíàò), ïîýòîìó èñêîìàÿ
òî÷êà áóäåò òî÷êîé êàñàíèÿ ïîëó÷åííîé îêðóæíîñòè âíóòðåííèì îáðàçîì ñ
îêðóæíîñòüþ x2 + y2 = Const. Ýòà òî÷êà êàñàíèÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ëåæèò íà
äèàìåòðå, ñîåäèíÿþùåì öåíòðû îêðóæíîñòåé, ïîýòîìó îñòàåòñÿ ïîäñòàâèòü
y = 8

3x â óñëîâèå.(
x− 3

2

)2
+ (83x− 4)2 = 73

4 ⇔ 73
9

(
x− 3

2

)2
= 73

4 ,

îòêóäà x = 0 èëè x = 3. Äëÿ âòîðîãî çíà÷åíèÿ ïîëó÷àåì y = 8
3 ·3 = 8, îòêóäà

x2 + y2 = 9 + 64 = 73.

Îòâåò: 73.


