
ÐÅØÅÍÈÅ (все классы)
1. Ïóñòü öåïî÷êà ñîñòîèò èçM øàðèêîâ (ïî óñëîâèþM = 50). Ðàññìîòðèì

ñèòóàöèþ, â êîòîðîé k øàðèêîâ ñâèñàåò âíèç (ñîîòâåòñòâåííî,M−k îñòàåòñÿ
íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè). Ïóñòü òàêæå â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò
âðåìåíè ïðàâûé øàðèê (ñì. ðèñ.) ãîðèçîíòàëüíîé ÷àñòè öåïî÷êè íàõîäèòñÿ
íà ñàìîì êðàþ.

Òîãäà íà ñâåøèâàþùóþñÿ ÷àñòü äåéñòâóåò ñèëà òÿæåñòè kmg, à íà ãîðè-
çîíòàëüíóþ ÷àñòü â ïðîöåññå äâèæåíèÿ äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ (M −k)µmg.

2. ×òîáû îòâåòèòü íà ïåðâûé âîïðîñ çàäà÷è, íåîáõîäèìî íàéòè òàêîå ìè-
íèìàëüíîå çíà÷åíèå k, ïðè êîòîðîì

kmg > (M − k)Fòð = (M − k)µmg.

Ïðèâåäåì ïîäîáíûå ñëàãàåìûå

kmg + k µmg > M µmg

è âûðàçèì k. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî íàéòè ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå k,
óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâíñòâó

k >
µM

1 + µ
.

Ïîäñòàâëÿÿ çàäàííûå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí, ïîëó÷àåì îòñþäà âåëè-
÷èíó k0, ÿâëÿþùóþñÿ îòâåòîì íà ïåðâûé âîïðîñ çàäà÷è.

3. Äàëåå âåçäå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ñâèñàþùèõ øàðèêîâ k áîëü-
øå èëè ðàâíî íàéäåííîìó çíà÷åíèþ k0.

Òîãäà ñèëà, ïðèâîäÿùàÿ ñèñòåìó øàðèêîâ â äâèæåíèå, áóäåò ðàâíà

Fk = kmg − (M − k)Fòð

Ýòà ñèëà áóäåò ïðèäàâàòü óñêîðåíèå

ak =
Fk

km
= g − M − k

k
µ g,



ñ êîòîðûì öåïî÷êà áóäåò äâèãàòüñÿ âíèç. Â òîò ìîìåíò, êîãäà ñâèñàþùàÿ
÷àñòü ñèñòåìû ñìåñòèòñÿ âíèç íà ðàññòîÿíèå D, ñ ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíî-
ñòè ñîñêî÷èò î÷åðåäíîé øàðèê, è ðàâíîäåéñòâóþùàÿ ñèëà èçìåíèòñÿ.

4. ×òîáû îòâåòèòü íà âòîðîé âîïðîñ, íóæíî ðàññìîòðåòü ïåðåìåùåíèå ñè-
ñòåìû âíèç èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ íà ðàññòîÿíèå D, à çàòåì åùå íà òàêîå
æå ðàññòîÿíèå.

Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü v0 = 0. Óñêîðåíèå, ïðèîáðåòàåìîå íà ïåðâîì ýòàïå,
ðàâíî

a1 = g − M − k0
k0

µ g,

ïîñêîëüêó íà k0 (ýòà âåëè÷èíà íàéäåíà âûøå) ñâèñàþùèõ øàðèêîâ óæå íå
äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðîõîæäåíèÿ ïóòè D ïîòðåáóåòñÿ
âðåìÿ

t1 =

√
2D

a1
.

Çà ýòî âðåìÿ áóäåò ïðèîáðåòåíà ñêîðîñòü

v1 = a1t1 =
√

2Da1.

5. Ïî ïðîøåñòâèè âðåìåíè t1 ñ ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè ñîñêî÷èò ñëå-
äóþùèé øàðèê. Òåïåðü ñèñòåìà áóäåò èìåòü óñêîðåíèå

a2 = g − M − k0 − 1

k0 + 1
µ g.

Íà ðàññìàòðèâàåìîì ýòàïå ñèñòåìà èìååò íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü v1, ïîýòîìó
âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ñìåùåíèÿ âíèç íà ðàññòîÿíèå D, ìîæíî íàéòè èç
êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ

D = v1t+
a2t

2

2
.

Åãî êîðíè ðàâíû
−v1 ±

√
v21 + 2a2D

a2
, è îäèí èç íèõ îòðèöàòåëåí. Ñëåäîâà-

òåëüíî,

t2 =
−v1 +

√
v21 + 2a2D

a2
.

Çà òàêîå âðåìÿ áóäåò ïðèîáðåòåíà ñêîðîñòü

v2 = v1 + a2t2 =
√
v21 + 2a2D.

6. Ïðè ïîèñêå âåëè÷èí t2 è v2 ìû èñïîëüçîâàëè òîëüêî óæå èçâåñòíûå
çíà÷åíèÿ t1 è v1, âåëè÷èíû æå ñ èíäåêñîì k = 0 íå òðåáîâàëèñü. Ïîýòîìó



ìîæíî íàïèñàòü ôîðìóëû äëÿ k-ãî ìîìåíòà ÷åðåç ïðåäûäóùèé:

ak+1 = g − M − k0 − k

k0 + k
µ g,

vk+1 =
√
v2k + 2ak+1D,

tk+1 =
−vk +

√
v2k + 2ak+1D

ak+1
=

−vk + vk+1

ak+1
.

Â ïîëó÷åííûõ ôîðìóëàõ èíäåêñ k îçíà÷àåò êîëè÷åñòâî øàðèêîâ, ñîñêî÷èâ-
øèõ ñ ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè îò íà÷àëà äâèæåíèÿ äî òåêóùåãî ìîìåíòà
âðåìåíè (ñîîòâåòñòâåííî, âåðòèêàëüíàÿ ÷àñòü ñèñòåìû ñîñòîèò èç (k0 + k)
øàðèêîâ).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïðåäûäóùåå çíà÷åíèå ñêîðîñòè ðàâíî íóëþ (v0 = 0 ïðè
k = 0), òî ïîëó÷åííûå îáùèå ôîðìóëû ñîâïàäàþò ñ ôîðìóëàìè ïåðâîãî øàãà
(ïîèñê v1 è ò.ä.)

6. Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü àëãîðèòì ðàñ÷åòà ìîìåíòà ñîñêàêèâàíèÿ
ïðîçâîëüíîãî øàðèêà.

Àëãîðèòì �Øàðèê M�

Âõîä: M (íîìåð ïîñëåäíåãî ñîñêî÷èâøåãî øàðèêà)
Âûõîä: U, T (ñêîðîñòü íà âûõîäå è âðåìÿ îò íà÷àëà äâèæåíèÿ)
íà÷àëî àëãîðèòìà

ïîëîæèòü T := 0; k := 0; v0 := 0
ÏÎÊÀ k < M − k0

Âû÷èñëèòü óñêîðåíèå ak+1 = g − M − k0 − k

k0 + k
µ g

Âû÷èñëèòü ñêîðîñòü vk+1 =
√
v2k + 2ak+1D

Âû÷èñëèòü âðåìÿ tk+1 =
−vk + vk+1

ak+1

Óâåëè÷èòü îáùåå âðåìÿ T = T + tk+1

Óâåëè÷èòü ñ÷åò÷èê k := k + 1
ÊÎÍÅÖ_ÏÎÊÀ
Ñîõðàíèòü ñêîðîñòü íà âûõîäå U = vk
Âûâåñòè U
Âûâåñòè T
êîíåö àëãîðèòìà

6. Äëÿ îòâåòà íà 3 âîïðîñ òåïåðü äîñòàòî÷íî âûïîëíèòü îïèñàííûé àëãî-
ðèòì äëÿ M = 50.



7. Ïîñëå òîãî, êàê ïîñëåäíèé øàðèê ëèøèòñÿ îïîðû, äâèæåíèå âñåé ñèñòå-
ìû áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ òîëüêî ñèëîé òÿæåñòè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç U ñêîðîñòü, êîòîðóþ ïðèîáðåòåò ñâÿçêà ê ìîìåíòó ïîë-
íîãî ñîñêàëüçûâàíèÿ. Òîãäà åå ñìåùåíèå âíèç (ò.å. ñâîáîäíîå ïàäåíèå) íà
ðàñòîÿíèå X áóäåò îïèñûâàòüñÿ óðàâíåíèåì

X = U t+
g t2

2
.

Îòñþäà ìîæíî íàéòè âðåìÿ ïàäåíèÿ (àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàëîñü
âûøå)

tX =
−U +

√
U 2 + 2gX

g

è ïðèîáðåòåííóþ çà ýòî âðåìÿ ñêîðîñòü

V = U + g tX =
√
U 2 + 2gX.

Òî÷íî òàê æå, êàê âûøå, ìîæíî ñíà÷àëà ðàññ÷èòàòü ñêîðîñòü, à çàòåì
âðåìÿ ïî áîëåå ïðîñòîé ôîðìóëå

tX =
−U + V

g
.

Ïîñêîëüêó ê íà÷àëó ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íèæíèé øàðèê íàõîäèëñÿ íà ðàñ-
ñòîÿíèè (M − 1)D îò íèæíåãî êðàÿ ïëàñòèí (ò.ê. â ìîìåíò ëèøåíèÿ îïîðû
ïîñëåäíèé øàðèê åùå íàõîäèòñÿ íà óðîâíå ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè), òî
â ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó ñëåäóåò ïîäñòàâèòü X = H − (M − 1)D.

8. (9 êëàññ) Äëÿ îòâåòà íà ïîñëåäíèé âîïðîñ äîñòàòî÷íî ïðîàíàëèçèðîâàòü
âûâåäåííûå ôîðìóëû äâèæåíèÿ è óâèäåòü, ÷òî îíè íå ñîäåðæàò âåëè÷èíó m.
Ïîýòîìó âðåìÿ íå áóäåò çàâèñåòü îò ìàññû êàæäîãî øàðèêà (è âñåé öåïî÷êè
â öåëîì).

9. (10, 11 êëàññû) Äëÿ îòâåòà íà ïîñëåäíèé âîïðîñ íåîáõîäèìî ïðîâåñòè
âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, âûïîëíÿÿ ñîñòàâëåííûé àëãîðèòì ïðè ðàçëè÷-
íûõ çíà÷åíèÿõ äèàìåòðà D. Ñíà÷àëà ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî óâåëè÷åñíèå D
ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ âðåìåíè T (âïðî÷åì, ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî óâè-
äåòü è èç ôîðìóë). Çàòåì ïðîñòûì ïåðåáîðîì (ñ øàãîì, ñîîòâåòñòâóþùèì
óêàçàííîé òî÷íîñòè) èëè ïðèìåíèâ êàêóþ-ëèáî ïåðåáîðíóþ ñòðàòåãèþ (íà-
ïðèìåð, áèñåêöèþ) ìîæíî ïîäîáðàòü ïîäõîäÿùåå çíà÷åíèå äèàìåòðà D.


