
Первый отборочный этап

Предметный тур. Информатика
Первая попытка. Задачи 8–11 класса

Задача II.1.1.1. Три квадрата (15 баллов)
Темы: математика, задачи для начинающих.

Условие

Фермер владеет участком земли в форме прямоугольника с длинами сторон a
и b. Недавно фермер понял, что может разбить свой участок на три части так, что
каждая часть будет иметь форму квадрата, и решил воспользоваться этой возможно-
стью. Напишите программу, которая найдет площадь каждой части после разбиения.

Формат входных данных

На вход подается два натуральных числа a и b — длины сторон прямоугольника.
Числа не превосходят 1000. Каждое число подается в отдельной строке. Гаранти-
руется, что длины сторон таковы, что прямоугольник может быть разбит на три
квадрата.

Формат выходных данных

Требуется вывести через пробел три натуральных числа — площади каждого из
участков после разбиения. Числа могут выводиться в произвольном порядке.

Методика проверки

Программа проверяется на 12-ти тестах. Прохождение каждого теста оценивается
в 1 балл. Тест из условия задачи при проверке не используется.

Примеры

Пример №1

Стандартный ввод
120
80
Стандартный вывод
6400 1600 1600
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Пояснения к примеру

При заданных размерах прямоугольник может быть разбит на три квадрата так,
как показано на рисунке ниже. Обратите внимание, что могут существовать и другие
варианты разбиения.

Пример программы-решения

Ниже представлено решение на языке Python 3.

1 a, b = map(int,input())
2 if a>b:
3 a,b=b,a
4 s1=a*a
5 s2=(a*b-s1)//2
6 print(s1,s2,s2)

Задача II.1.1.2. Пробежка в шестиугольном парке (18 баллов)
Темы: конструктивное построение, задачи для начинающих.

Условие

Иван Иванович совершает пробежки по парку, который имеет форму шестиуголь-
ника. В парке 12 аллей, обозначенных символами латинского алфавита от «A» до
«L». Схему парка смотрите на рисунке. Длина каждой аллеи ровно 100 м. В пар-
ке есть только один вход у перекрестка аллей «A», «F», «G». Иван Иванович хочет
начать и закончить пробежку у входа в парк и пробежать ровно k м. На каждом
перекрестке Иван Иванович может повернуть в любую строну, но он не хочет пово-
рачивать назад.



Напишите программу, которая составит любой маршрут движения, удовлетворя-
ющий указанным требованиям.

Формат входных данных

На вход в подается одно натуральное число k — желаемая длина маршрута,
300 6 k 6 10000. Число k делится на 100 без остатка.

Формат выходных данных

Требуется вывести строку из k/100 символов, содержащую обозначения аллей в
построенном маршруте.

Методика проверки

Программа проверяется на 18-ти тестах. Прохождение каждого теста оценивается
в 1 балл. Тест из условия задачи при проверке не используется.

Примеры

Пример №1

Стандартный ввод
800

Стандартный вывод
FLKEFAHG

Пример программы-решения

Ниже представлено решение на языке Python 3.

1 a=int(input())//100
2 ans=''
3 while a>=6:
4 ans+='AHG'



5 a-=3
6 sol=['','','','AHG','ABIG','ABCJG']
7 print(ans+sol[a])

Задача II.1.1.3. Знакопеременная сумма (25 баллов)
Темы: префиксные суммы.

Условие

Знакопеременной суммой последовательности чисел a1, a2, . . . , ak называется ре-
зультат вычисления выражения a1 − a2 + a3 − a4 + a5 − . . . + (−1)k+1ak. Другими
словами, мы складываем все числа в последовательности, но элементы с нечетными
номерами мы берем со знаком плюс, а четные со знаком минус.

Задан массив x1, x2, . . . , xn из n целых чисел и m запросов. Каждый запрос со-
держит по два натуральных числа b и e. В ответ на каждый запрос ваша программа
должна взять подмассив с номерами элементов от b до e включительно и посчитать
его знакопеременную сумму xb − xb+1 + xb+2 − xb+3 + . . .+ (−1)e−bxe

Формат входных данных

На вход в первой строке подается одно натуральное число n размер массива чи-
сел, 1 6 n 6 105. Во второй строке через пробел записаны элемент массива целые
числа x1, x2, . . . xn. Каждое из чисел не превосходит 106 по абсолютной величине.
Далее в третьей строке записано одно натуральное число m количество запросов,
1 6 m 6 105. В каждой из m последующих строк записано по два числа bi и ei таких,
что 1 6 bi 6 ei 6 n. Каждая пара чисел задает границы подмассива для выполнения
одного запроса.

Формат выходных данных

Требуется вывести через пробел m целых чисел s1, . . . sm. Каждое из чисел долж-
но быть равно знакопеременной сумме соответствующего подмассива.

Если вы программируете на Python, то убрать перенос строки в функции print
можно при помощи именованного параметра end, например, print(a,end=’ ’).

Методика проверки

Программа проверяется на 25-ти тестах. Прохождение каждого теста оценивается
в 1 балл. Тест из условия задачи при проверке не используется. В первых 10-ти тестах
размер массива и количество запросов не превосходят 1000.



Примеры

Пример №1

Стандартный ввод
5
7 -4 1 3 2
4
2 2
1 3
2 4
4 5
Стандартный вывод
-4 12 -2 1

Пояснения к примеру

Для каждого из запросов ответ получается следующим образом:

−4 = −4

7− (−4) + 1 = 12

−4− 1 + 3 = −2

3− 2 = 1

Пример программы-решения

Ниже представлено решение на языке Python 3.

1 n=int(input())
2 X=list(map(int,input().split()))
3 S=[0]
4 m=1
5 for x in X:
6 S.append(S[-1]+m*x)
7 m=-m
8 m=int(input())
9 ans=''

10 for i in range(3,m+3):
11 b,e=map(int,input().split())
12 s=S[e]-S[b-1]
13 if b%2==0:
14 s=-s
15 print(s,end=' ')

Задача II.1.1.4. Проверка корректности маршрута
(25 баллов)

Темы: реализация.



Условие

В некоторых случаях проверить корректность работы программы гораздо слож-
нее, чем написать ее. Сейчас у вас будет шанс в этом убедиться. От вас требуется
написать программу для проверки корректности ответа второй задачи этой попытки.
Напомним ее условие.

Имеется парк в виде шестиугольника с 12-ю аллеями, которые обозначены заглав-
ными символами латиницы. В парке есть только один вход у перекрестка аллей «A»,
«F», «G». Схема парка приведена ниже. Требуется проверить корректность состав-
ленного маршрута движения по этому парку. Маршрут представляется как после-
довательность символов, представляющих аллеи в том порядке, в котором они были
пройдены. Маршрут движения считается корректным если выполняются следующие
требования.

• Описание маршрута содержит только символы от «A» до «L».
• Маршрут начинается и заканчивается у входа в парк.
• Запрещено разворачиваться на 180°. В частности, это означает, что начав дви-

жение с одного конца аллеи, вы обязательно дойдете до другого ее конца, при-
чем на перекрестке вы должны будете перейти на другую аллею.

На вход вашей программе будет подано несколько описаний маршрутов. Ваша
программа должна будет определить, какие из них удовлетворяют указанным тре-
бованиям.

Формат входных данных

На вход в первой строке подается одно натуральное число n — количество про-
веряемых маршрутов, 1 6 n 6 20. Далее в n строках записаны сами маршруты.
Описание каждого маршрута состоит из последовательности заглавных символов
латиницы. Каждое описание не пустое, и содержит не более 100 символов.

Формат выходных данных

Программа должна вывести строку из n нулей и единиц. Единица на i-той позиции
означает, что маршрут с номером i является корректным. В противном случае в этой
позиции должен быть записан ноль.



Методика проверки

Программа проверяется на 5-ти тестах. Прохождение каждого теста оценивается
в 5 баллов. Тест из условия задачи при проверке не используется.

Примеры

Пример №1

Стандартный ввод
6
ABCDKHA
FMG
ABBA
ABCEF
BCDEF
ABCDK
Стандартный вывод
100000

Пояснения к примеру

Первый маршрут является корректным.

Второй маршрут содержит недопустимое обозначение аллеи.

В третьем маршруте происходит разворот на 180°.

Четвертый маршрут не является связным. После третьего шага он приходит к
перекрестку «C», «D», «J» и с него нельзя попасть на аллею «E».

Пятый маршрут начинается не у входа.

Шестой маршрут заканчивается не у входа.

Пример программы-решения

Ниже представлено решение на языке Python 3.

1 def checkway(way):
2 c=0
3 p='Z'
4 for x in way:
5 if x<'A' or x>'L' or x==p:
6 return False
7 p=x
8 num=ord(x)-ord('A')
9 if num>5:

10 if c==6:
11 c=num-6
12 elif c==num-6:
13 c=6
14 else:
15 return False
16 else:



17 if c==num:
18 c=(c+1)%6
19 elif c==(num+1)%6:
20 c=(c+5)%6
21 else:
22 return False
23 return c==0
24

25 m=int(input())
26 for i in range(m):
27 print(int(checkway(input())))

Вторая попытка. Задачи 8–11 класса

Задача II.1.2.1. Стрелки часов (12 баллов)
Темы: математика, задачи для начинающих.

Условие

Иван Иванович посмотрел на часы и заметил, что минутная и часовая стрелки
образуют угол в α°. С этого момента прошло h ч и m мин. Напишите программу,
которая вычислит угол между стрелками после истечения этого времени.

Угол измеряется от часовой до минутной стрелки в направлении против хода
часов. Если стрелки совпадают, то угол равен нулю. Рассмотрим пример на рисунке.
Пусть α = 105°. В частности, такой угол появляется в 9:30, так как минутная стрелка
в этот момент указывает на 270°, а часовая на 165°. Через 1 ч 45 мин на часах будет
11:15. В этот момент времени минутная стрелка указывает на 0°, а часовая на 112, 5°.
Угол от часовой до минутной стрелки будет равен 360°− 112, 5° = 247, 5°.

Отметим, что угол α = 105° появляется и в другие моменты времени, однако, это
не повлияет на итоговый ответ.

Формат входных данных

На вход в первой строке подается одно целое неотрицательное число α исходный
угол между стрелками, 0 6 α 6 359. Во второй строке через пробел на вход пода-
ется два числа h и m время, прошедшее с момента наблюдения в часах и минутах,
0 6 h 6 11; 0 6 m 6 59.



Формат выходных данных

Программа должна вывести одно вещественное число ответ к задаче. Ответ дол-
жен быть записан без погрешности.

Методика проверки

Программа проверяется на 24-х тестах. Прохождение каждого теста оценивается
в 0,5 балла. Тест из условия задачи при проверке не используется.

Примеры

Пример №1

Стандартный ввод
105
1 45
Стандартный вывод
247.5

Пример программы-решения

Ниже представлено решение на языке Python 3.

1 a = float(input())
2 h,m = map(int,input().split())
3 a = a - 5.5*(m+h*60)
4 while a<0:
5 a += 360
6 print(a)

Задача II.1.2.2. Номера домов (18 баллов)
Темы: реализация.

Условие

В поселке Березовом на улице Березовой построено n домов с номерами от 1 до
n, причем дома с нечетными номерами расположены на одной стороне улицы, а с
четными — на другой.

Рано утром дворник вышел к одному из крайних домов на этой улице, который
имел номер k, и начал подметать тротуар, двигаясь от одного края улицы к другому
краю. Потом он перешел на противоположную сторону улицы и начал подметать
тротуар там, двигаясь назад.

Напишите программу, которая выведет номера домов, мимо которых проходил
дворник, по известным числам n и k. Для лучшего понимания прочитайте поясне-
ния к примерам.



Формат входных данных

На вход в одной строке подается два натуральных числа n и k — количество домов
и номер одного из крайних домов на улице, 4 6 n 6 100. Число k может принимать
одно из четырех значений: 1, 2, n− 1, n.

Формат выходных данных

Ваша программа должна вывести через пробел последовательность номеров до-
мов, в том порядке, в котором их проходил дворник.

Если вы программируете на Python, то убрать перенос строки в функции print
можно при помощи именованного параметра end, например, print(a,end=’ ’).

Методика проверки

Программа проверяется на 36-ти тестах. Прохождение каждого теста оценивается
в 0,5 балла. Тесты из условия задачи при проверке не используются.

Примеры

Пример №1

Стандартный ввод
7 6

Стандартный вывод
6 4 2 1 3 5 7

Пример №2

Стандартный ввод
8 1

Стандартный вывод
1 3 5 7 8 6 4 2

Пояснения к примеру

Рассмотрим первый пример. На улице 7 домов, дворник вышел к дому номер
6. Это означает, что он находится на четной стороне в конце улицы, и далее он
будет двигаться к ее началу, проходя мимо домов 6, 4, 2. Потом он перейдет на
противоположную сторону к дому номер 1 и пойдет к концу улицы, проходя мимо
домов 1, 3, 5, 7.

Во втором примере на улице 8 домов, дворник вышел к дому номер 1. Это означа-
ет, что он находится на нечетной стороне в начале улицы, и далее он будет двигаться
к ее концу, проходя мимо домов 1, 3, 5, 7. Потом он перейдет на противоположную
сторону к дому номер 8 и пойдет к началу улицы, проходя мимо домов 8, 6, 4, 2.



Пример программы-решения

Ниже представлено решение на языке Python 3.

1 n,k=map(int,input().split())
2 if k==1:
3 print(*range(1,n+1,2),*range(n-(n%2),0,-2))
4 elif k==2:
5 print(*range(2,n+1,2),*range(n+(n%2)-1,0,-2))
6 elif k%2==1:
7 print(*range(n+(n%2)-1,0,-2),*range(2,n+1,2))
8 else:
9 print(*range(n-(n%2),0,-2),*range(1,n+1,2))

Задача II.1.2.3. Упорядочивание монет (25 баллов)
Темы: реализация, сортировки, теория графов.

Условие

В древнем кладе было найдено n монет различного веса. Каждая из монет была
обозначена строчной буквой латиницы. Все обозначения были различными. Моне-
ты были попарно взвешены на чашечных весах. Протокол взвешиваний состоял из
n(n − 1)/2 строк, каждая строка содержала ровно три символа. Первый и третий
символ содержали обозначения монет, а во втором был записан результат сравнения:
знак < или знак >. Например, запись d > b означает, что монета d тяжелее монеты b.

Взвешивания очень утомили лаборанта, и он просит вас написать программу,
которая упорядочит монеты по возрастанию веса.

Формат входных данных

На вход в первой строке подается одно натуральное число n — количество монет,
4 6 n 6 26. Далее в n(n − 1)/2 строках записан протокол взвешиваний. Гарантиру-
ется, что протокол является корректным.

Формат выходных данных

Ваша программа должна вывести одну строку из n символов. Строка должна
содержать обозначения монет в порядке возрастания их веса.

Методика проверки

Программа проверяется на 25-ти тестах. Прохождение каждого теста оценивается
в 1 балл. Тест из условия задачи при проверке не используется.



Примеры

Пример №1

Стандартный ввод
4
b<x
k>b
x<k
b<d
x>d
d<k
Стандартный вывод
bdxk

Пример программы-решения

Ниже представлено решение на языке Python 3.

1 n=int(input())
2 cmp=set()
3 for i in range(n*(n-1)//2):
4 cmp.add(input())
5 lst=list({s[0] for s in cmp} | {s[2] for s in cmp})
6 for i in range(len(lst)-1):
7 for j in range(i+1,len(lst)):
8 if lst[j]+'<'+lst[i] in cmp or lst[i]+'>'+lst[j] in cmp:
9 lst[i],lst[j]=lst[j],lst[i]

10 print(''.join(lst))

Задача II.1.2.4. 2–3 дерево (25 баллов)
Темы: математика, графы и деревья, реализация.

Условие

Упорядоченное корневое дерево называется 2–3 деревом, если для него выполня-
ются следующие условия:

• все узлы, кроме листьев, имеют два или три потомка;
• все листья находятся на одной высоте.

Пример 2–3 дерева приведен на рисунке ниже. Вы должны будете написать про-
грамму, которая составит произвольное 2–3 дерево с заданным количеством узлов
или определит, что таких деревьев не существует.



Формат входных данных

На вход в первой строке подается одно натуральное число n — количество узлов
в дереве, 2 6 n 6 100000.

Формат выходных данных

Ваша программа должна вывести описание полученного дерева. Узлы дерева
должны иметь номера от 0 до n − 1 и быть упорядоченными сверху вниз и сле-
ва направо, как на рисунке. Для каждого узла, кроме корня, требуется указать
номер его непосредственного предка. Вывод состоит из последовательности чисел
a1, a2, . . . an−1, записанных через пробел, где ai это непосредственный предок узла с
номером i.

Можно дать и другую интерпретацию. Вывод состоит из последовательности но-
меров нелистовых узлов, упорядоченных по возрастанию, причем номер каждого
узла повторяется столько раз, сколько у него непосредственных потомков.

Если 2–3 дерево с указанным количеством узлов построить невозможно, то тре-
буется вывести −1.

Методика проверки

Программа проверяется на 50-ти тестах. Прохождение каждого теста оценивается
в 0,5 балла. Тесты из условия задачи при проверке не используются.

Примеры

Пример №1

Стандартный ввод
19

Стандартный вывод
0 0 1 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 7



Пример №2

Стандартный ввод
5

Стандартный вывод
-1

Пример программы-решения

Ниже представлено решение на языке Python 3.

1 n=int(input())
2 k=1
3 curc=1
4 maxc=1
5 cnt=[1]
6 while maxc<n:
7 maxc+=3**k
8 curc+=2**k
9 cnt.append(2**k)

10 k+=1
11 if curc>n:
12 print('-1')
13 else:
14 for i in range(1,k):
15 t=min(3*cnt[i-1]-cnt[i],(n-curc)//(2**(k-i)-1))
16 curc+=t*(2**(k-i)-1)
17 for j in range(i,k):
18 cnt[j]+=t*(2**(j-i))
19 m=0
20 for i in range(k-1):
21 p=cnt[i]
22 s=cnt[i+1]
23 while p>0:
24 if s>2*p:
25 print(m,m,m,end=' ')
26 s-=3
27 else:
28 print(m,m,end=' ')
29 s-=2
30 p-=1
31 m+=1

Третья попытка. Задачи 8–11 класса

Задача II.1.3.1. Количество нечетных чисел (12 баллов)
Темы: математика, задачи для начинающих.

Условие

Задан интервал целых чисел [b; e]. Вы должны написать программу, чтобы опре-
делить, сколько нечетных чисел принадлежит этому интервалу.



Обратите внимание, что интервал может быть достаточно большим, и решения,
перебирающие все натуральные числа, не будут проходить часть тестов.

Формат входных данных

На вход в одной строке подается два целых числа b и e — границы интервала,
−1018 6 b 6 e 6 1018.

Формат выходных данных

Программа должна вывести одно число — количество нечетных чисел в заданном
интервале.

Методика проверки

Программа проверяется на 24-х тестах. Прохождение каждого теста оценивается
в 0,5 балла. Тесты из условия задачи при проверке не используются.

Примеры

Пример №1

Стандартный ввод
-3 8

Стандартный вывод
6

Пример №2

Стандартный ввод
0 0

Стандартный вывод
0

Пояснения к примеру

В первом примере указанному интервалу принадлежат шесть нечетных чисел:
−3, −1, 1, 3, 5, 7.

Во втором примере интервал не содержит нечетных чисел.

Пример программы-решения

Ниже представлено решение на языке Python 3.

1 b, e = map(int,input().split())
2 print(((e+e%2)-(b-b%2))//2)



Задача II.1.3.2. Наибольший общий делитель прямоугольников
(18 баллов)

Темы: математика, задачи для начинающих.

Условие

Будем говорить, что прямоугольник P является делителем прямоугольника Q, ес-
ли прямоугольник Q можно замостить прямоугольниками P , причем все они должны
иметь одинаковую ориентацию. Например, делителями прямоугольника 6× 4 будут
следующие прямоугольники: 1×1, 2×1, 3×1, 4×1, 6×1, 2×2, 3×2, 4×2, 6×2, 4×3,
6×4. Примеры замощений можно увидеть на рисунке ниже. Обратите внимание, что
прямоугольники a× b и b× a считаются одинаковыми.

Ваша задача заключается в написании программы, которая найдет наибольший
общий делитель двух заданных прямоугольников. Из двух прямоугольников боль-
шим считается тот, площадь которого больше. Наибольших общих делителей может
быть два. В этом случае допускается вывести любой из этих двух прямоугольников.

Формат входных данных

На вход в двух строках подаются размеры двух прямоугольников. Каждая строка
содержит два натуральных числа — длину и ширину прямоугольника. Каждое из
чисел не превосходит 1018. Гарантируется, что введенные значения будут таковы,
что площадь прямоугольника, который должен получиться в качестве ответа, не
превысит 1018.

Формат выходных данных

Программа должна вывести через пробел два числа — размеры искомого прямо-
угольника. Числа можно выводить в любом порядке.



Методика проверки

Программа проверяется на 18-ти тестах. Прохождение каждого теста оценивается
в 1 балл. Тесты из условия задачи при проверке не используются.

Примеры

Пример №1

Стандартный ввод
6 4
4 3
Стандартный вывод
4 3

Пример №2

Стандартный ввод
9 10
15 3
Стандартный вывод
3 5

Пример №3

Стандартный ввод
3 7
7 3
Стандартный вывод
3 7

Пример №4

Стандартный ввод
3 7
4 8
Стандартный вывод
1 1

Пример программы-решения

Ниже представлено решение на языке Python 3.

1 def gcd(a,b):
2 while a>0 and b>0:
3 if a>b:
4 a%=b
5 else:



6 b%=a
7 return a+b
8

9 a1,b1=map(int,input().split())
10 a2,b2=map(int,input().split())
11 a3=gcd(a1,a2)
12 b3=gcd(b1,b2)
13 a4=gcd(a1,b2)
14 b4=gcd(b1,a2)
15 if a3*b3>a4*b4:
16 print(a3,b3)
17 else:
18 print(a4,b4)

Задача II.1.3.3. Справедливый дележ (25 баллов)
Темы: реализация.

Условие

Два купца, живущие в разных городах, в далеком плавании купили несколько
видов пряностей, и теперь хотят поделить их. Каждый из купцов будет продавать
пряности только в своем городе, и цена каждой пряности в этих городах может от-
личаться. Купцы сочли, что будет справедливым, если они поделят пряности на две
доли так, чтобы суммарная стоимость пряностей первой доли в первом городе была
равна суммарной стоимости пряностей второй доли во втором городе. Существует
несколько способов дележа, удовлетворяющих этому условию, но купцы хотят вы-
брать из них такой, при котором они получат максимум денег. Пряности являются
сыпучим товаром, поэтому они могут быть поделены в любой пропорции

Рассмотрим пример. Есть три вида пряностей: перец, ваниль и корица. Стоимость
всей партии перца в первом и втором городах составляет 120 и 200 условных единиц
соответственно. Аналогичная стоимость партии ванили равна 180 и 140 условных
единиц, а корицы — 100 и 60 условных единиц. Допустимым способом дележа будет,
например, следующий: первый купец возьмет всю ваниль, второй — весь перец, а
корицу они поделят поровну. Тогда стоимость доли первого купца в первом городе
будет равна 180 + 100 · 0, 5 = 230. Стоимость доли второго купца во втором городе
составит 200+60 ·0, 5 = 230. Стоимости долей равны, поэтому такой вариант дележа
допустим. Но более выгодным будет другой вариант. Первый купец возьмет всю
корицу и 3/4 ванили, а второй купец — весь перец и 1/4 ванили. Тогда стоимость
доли в первом городе составит 100+180 ·0, 75 = 235 и 200+140 ·0, 25 = 235 во втором
городе. Таким образом, второй вариант является более предпочтительным.

Напишите программу, которая найдет максимальную стоимость долей, при усло-
вии того, что дележ будет справедливым.

Формат входных данных

На вход в первой строке подается одно натуральное число n — количество видов
пряностей, 1 6 n 6 100. Во второй строке через пробел записаны n натуральных
чисел a1, a2, . . . , an — цены всех видов пряностей в первом городе. Аналогично в
третьей строке записаны числа b1, b2, . . . , bn — цены всех видов пряностей во втором
городе, 1 6 ai, bi 6 106.



Формат выходных данных

Программа должна вывести одно число — максимальную стоимость долей. Это
число может быть вещественным. Ответ будет считаться верным, если он отличается
от ответа жюри не более чем на 0, 01.

Методика проверки

Программа проверяется на 25-ти тестах. Прохождение каждого теста оценивается
в 1 балл. В первых пяти тестах n 6 3. В первых 15 тестах n 6 10. Тесты из условия
задачи при проверке не используются.

Примеры

Пример №1

Стандартный ввод
3
120 180 100
200 140 60
Стандартный вывод
235.0

Пример №2

Стандартный ввод
1
100
200
Стандартный вывод
66.66666666666667

Пример программы-решения

Ниже представлено решение на языке Python 3.

1 n=int(input())
2 A=map(float,input().split())
3 B=map(float,input().split())
4 p=list(zip(A,B))
5 p.sort(key=lambda x:x[1]/x[0])
6 s1,s2=0,0
7 i,j=0,n-1
8 while i<=j:
9 if s1<s2:

10 s1+=p[i][0]
11 i+=1
12 else:
13 s2+=p[j][1]
14 j-=1
15 if s1<s2:



16 s1+=(s2-s1)*p[j+1][0]/(p[j+1][0]+p[j+1][1])
17 else:
18 s1-=(s1-s2)*p[i-1][0]/(p[i-1][0]+p[i-1][1])
19 print(s1)

Задача II.1.3.4. Чай с лимоном и сахаром (25 баллов)
Темы: реализация.

Условие

На прямоугольном столе в n рядов расставлены стаканы с чаем, в каждом ряде по
m стаканов. Аня ходит вокруг стола и бросает в каждый стакан по ломтику лимона.
Нумерация стаканов на рисунке слева соответствует той последовательности, в кото-
рой Аня переходит от одного стакана к другому. Яна ходит вдоль одного края стола
туда и обратно, и бросает в каждый стакан кусочек сахара. Нумерация стаканов на
рисунке справа соответствует той последовательности, в которой Яна переходит от
одного стакана к другому.

Будем считать, что ломтик лимона и кусочек сахара в один стакан девочки бро-
сают ровно за одну секунду. Напишите программу, которая найдет количество ста-
канов, в которых через t с лежит и лимон и сахар. В каждом тесте ваша программа
должна будет ответить на k запросов. При этом количество и расположение стаканов
на столе единое для всех запросов в одном тесте.

Формат входных данных

На вход в первой строке подается два натуральных числа n, m и k — коли-
чество рядов на столе, количество кружек в каждом ряду и количество запросов,
1 6 n,m 6 1000, 1 6 k 6 105. Во второй строке через пробел записано k натураль-
ных чисел t1, t2, . . . , tk — моменты времени, для которых требуется решить задачу,
1 6 ti 6 nm. Каждый момент времени может встречаться более 1 раза.

Формат выходных данных

Программа должна вывести в одной строке через пробел k чисел — ответы для
каждого из заданных моментов времени.



Методика проверки

Программа проверяется на 25-ти тестах. Прохождение каждого теста оценивается
в 1 балл. В первых пятнадцати тестах n,m 6 10. Тест из условия задачи при проверке
не используется.

Примеры

Пример №1

Стандартный ввод
5 6 4
1 21 30 21
Стандартный вывод
1 15 30 15

Пояснения к примеру

На рисунке ниже показано решение задачи для теста из условия задачи после два-
дцать первой секунды. Желтым цветом помечены кружки с лимоном, коричневым —
кружки с сахаром. Из рисунка видно, что в 15 чашках есть и лимон, и сахар.

Пример программы-решения

Ниже представлено решение на языке Python 3.

1 n,m,k=map(int,input().split())
2 F=[[0 for i in range(m)] for j in range(n)]
3 A=[0]
4 i1,j1,i2,j2,s=0,0,0,0,0
5 dr=0
6 for i in range(n*m):
7 F[i1][j1]+=1
8 F[i2][j2]+=2
9 if F[i1][j1]==3:



10 s+=1
11 if (i2!=i1 or j2!=j1) and F[i2][j2]==3:
12 s+=1
13 A.append(s)
14 if dr==0:
15 if j1+1==m or (F[i1][j1+1]&1)==1:
16 dr=1
17 elif dr==1:
18 if i1+1==n or (F[i1+1][j1]&1)==1:
19 dr=2
20 elif dr==2:
21 if j1==0 or (F[i1][j1-1]&1)==1:
22 dr=3
23 else:
24 if i1==0 or (F[i1-1][j1]&1)==1:
25 dr=0
26 if dr==0:
27 j1+=1
28 elif dr==1:
29 i1+=1
30 elif dr==2:
31 j1-=1
32 else:
33 i1-=1
34 if j2%2==0:
35 if i2==n-1:
36 j2+=1
37 else:
38 i2+=1
39 else:
40 if i2==0:
41 j2+=1
42 else:
43 i2-=1
44 for i in input().split():
45 print(A[int(i)])

Четвертая попытка. Задачи 8–11 класса

Задача II.1.4.1. Сумма элементов списка (12 баллов)
Темы: математика, задачи для начинающих.

Условие

Алиса изучает списки в языке Python. По заданию из учебника она написала
такую программу.

[0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0, 1, 2, 3, 4]

Эта программа читает с консоли натуральное число n и делает список этой длины,
состоящий из чисел от нуля до девяти, которые идут по кругу. Например, для n = 25
список будет иметь вид:

[0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0, 1, 2, 3, 4]



В последней строчке на экран выводится сумма элементов этого списка. Для ука-
занного списка, в частности, будет выведено число 100.

Боб очень недоволен учебником. Он считает, что учебник упускает главное —
списки нужны для хранения информации, значимой для работы программы, а это
задание можно выполнить, как минимум, без списков, а в идеале — без циклов и
условий.

Напишите программу для этого задания, которую Боб сочтет удовлетворитель-
ной. Для этого она должна быстро и корректно работать для чисел до 1015.

Формат входных данных

На вход подается одно натуральное число n, которое не превосходит 1015.

Формат выходных данных

Программа должна вывести одно число — ответ, который напечатала бы приве-
денная выше программа, если бы она была способна работать со столь большими
числами.

Методика проверки

Программа проверяется на 24-х тестах. Прохождение каждого теста оценивается
в 0,5 балла. Тесты из условия задачи при проверке не используются.

Примеры

Пример №1

Стандартный ввод
25

Стандартный вывод
100

Пример №2

Стандартный ввод
1000000000000000

Стандартный вывод
4500000000000000

Пример программы-решения

Ниже представлено решение на языке Python 3.

1 n = int(input())
2 return str((n//10)*45+(n%10)*(n%10-1)//2)



Задача II.1.4.2. Автокорреляционная функция дискретного
сигнала (18 баллов)

Темы: математика, реализация.

Условие

Автокорреляционная функция часто применяется при анализе сигналов, напри-
мер, энцефалограммы человека или в радиолокации. Мы будем рассматривать неко-
торый цифровой сигнал a0, a1, a2, . . . , an−1, где каждое значение ai равно 1 или −1.
Определим автокорреляционную функцию u(t) по следующей формуле:

u(t) =
∑

06i<n−t

aiai+t.

Другими словами, если сигнал задан в виде списка из n значений, то чтобы вы-
числить автокорреляционную функцию в точке t, требуется взять одну копию спис-
ка без первых t элементов, другую копию списка без последних t элементов, по-
элементно перемножить эти списки, и найти сумму произведений. Рассмотрим при-
мер. Пусть сигнал содержит шесть элементов 1, 1,−1, 1,−1, 1. Найдем u(2). Исход-
ная последовательность без первых двух элементов имеет вид −1, 1,−1, 1. Исход-
ная последовательность без последних двух элементов имеет вид 1, 1,−1, 1. Тогда
u(2) = (−1 · 1) + (1 · 1) + (−1 · −1) + (1 · 1) = 2

По такому же принципу можно посчитать и остальные значения для t от нуля до
пяти.

u(0) = (1 · 1) + (1 · 1) + (−1 · −1) + (1 · 1) + (−1 · −1) + (1 · 1) = 6

u(1) = (1 · 1) + (−1 · 1) + (1 · −1) + (−1 · 1) + (1 · −1) = −3

u(3) = (1 · 1) + (−1 · 1) + (1 · −1) = −1

u(4) = (−1 · 1) + (1 · 1) = 0

u(5) = 1 · 1 = 1

Напишите программу, которая по заданному дискретному сигналу найдет значе-
ния автокорреляционной функции для всех t от 0 до n− 1.

Формат входных данных

На вход в первой строке подается одно натуральное число n — длина сигнала,
1 6 n 6 100. Во второй строке через пробел записаны числа a0, a1, . . . , an−1, задающие
дискретный сигнал. Каждое значение ai равно 1 или −1.

Формат выходных данных

Программа должна вывести через пробел n целых чисел — значения автокорре-
ляционной функции u(0), u(1), . . . u(n− 1).

Если вы программируете на Python, то убрать перенос строки в функции print
можно при помощи именованного параметра end, например, print(a,end=’ ’).



Методика проверки

Программа проверяется на 18-ти тестах. Прохождение каждого теста оценивается
в 1 балл. Тест из условия задачи при проверке не используется.

Примеры

Пример №1

Стандартный ввод
6
1 1 -1 1 -1 1
Стандартный вывод
6 -3 2 -1 0 1

Пример программы-решения

Ниже представлено решение на языке Python 3.

1 n=int(input())
2 a=list(map(int,input().split()))
3 for k in range(n):
4 print(sum([x*y for x,y in zip(a[k:],a[:n-k])]),end=' ')

Задача II.1.4.3. Три фишки (25 баллов)
Темы: игры.

Условие

Алиса и Боб играют в следующую игру. Имеется игровое поле в виде последова-
тельности клеток, расположенных друг за другом. На поле расположены три фишки,
каждая фишка в своей клетке. За один ход каждый игрок должен переместить одну
фишку вправо на произвольное ненулевое число клеток. При этом фишка, которой
делается ход, не может встать в клетку, где расположена другая фишка или пере-
прыгнуть через нее. Выигрывает тот игрок, который смог сделать последний ход.

Рассмотрим пример.

Здесь возможны следующие ходы: сместить правую фишку на одну клетку; сме-
стить среднюю фишку на одну клетку; сместить левую фишку на одну, две, три или
четыре клетки.

Алиса всегда делает первый ход, а фишки расставляет Боб. Но Боб не хочет
побеждать, он хочет, чтобы Алиса нашла выигрышную стратегию. Поэтому он рас-
ставляет фишки так, чтобы Алиса могла гарантированно выиграть.

Например, в приведенной выше позиции Алиса должна сместить самую левую
фишку на три клетки.



Далее игра зависит от хода Боба. Предположим, он сместит правую фишку на
одну клетку. Тогда Алиса в свой ход сместит левую фишку на одну клетку.

Теперь Боб может ходить только средней фишкой. Если он сдвинет ее на одну
клетку, то Алиса сдвинет левую фишку на одну клетку.

Бобу остается вновь ходить средней фишкой. Он сдвинет ее на одну клетку, Алиса
сдвинет левую фишку на одну клетку и победит.

Для всех других ходов Боба у Алисы также всегда найдется ход, ведущий к по-
беде.

Вы должны написать программу, которая по заданной позиции найдет ход, после
которого Алиса сможет победить независимо от дальнейшей игры Боба. Если выиг-
рышных ходов будет несколько, то Алиса может сделать любой из них. Напомним,
что исходная позиция будет такой, что найдется как минимум один ход, гарантиро-
ванно ведущий к победе.

Формат входных данных

На вход подается строка представляющая игровое поле. Пустая клетка в строке
обозначена нулем, клетка с фишкой обозначена единицей. Длина строки не превос-
ходит 1000 символов. В строке ровно три единицы.

Формат выходных данных

Программа должна вывести строку, представляющую игровое поле после хода
Алисы, в том же формате, в котором она поступает на вход.

Методика проверки

Программа проверяется на 25-ти тестах. Прохождение каждого теста оценивается
в 1 балл. Тест из условия задачи при проверке не используется.



Примеры

Пример №1

Стандартный ввод
0100001010

Стандартный вывод
0000101010

Пример программы-решения

Ниже представлено решение на языке Python 3.

1 x=list(reversed(input()))
2 m=[0,0,0]
3 k=0
4 for c in x:
5 if c=='0':
6 m[k]+=1
7 elif k<2:
8 k+=1
9 else:

10 break
11 if m[0]>m[2]:
12 x[m[0]]='0'
13 x[m[2]]='1'
14 else:
15 x[m[0]+m[1]+m[2]+2]='0'
16 x[2*m[0]+m[1]+2]='1'
17 print(''.join(reversed(x)))

Задача II.1.4.4. Выбор купюр (25 баллов)
Темы: реализация.

Условие

В денежной системе Бурляндии выпускаются банкноты всех номиналов от a до
2a включительно. У Алисы в бумажнике есть ровно одна банкнота каждого номи-
нала. Алиса хочет сделать покупку ценой b и расплатиться без сдачи. Кроме того,
Алиса хочет, чтобы количество потраченных банкнот было как можно меньшим. На-
пишите программу, которая поможет Алисе выбрать банкноты так, чтобы сумма их
номиналов была равна b, а их количество было наименьшим среди возможных. Если
указанным условиям удовлетворяет несколько наборов банкнот, то ваша программа
может вывести любой из них.

Формат входных данных

На вход в одной строке подается два натуральных числа a и b — минимальный
из номиналов купюр и требуемая сумма, 1 6 a 6 100000. Гарантируется, что для
заданной суммы b существует способ получить ее из имеющихся купюр.



Формат выходных данных

Программа должна вывести в одной строке через пробел номиналы всех банкнот,
которые потребуются для оплаты. Все номиналы должны быть упорядочены
по возрастанию.

Методика проверки

Программа проверяется на 25-ти тестах. Прохождение каждого теста оценивается
в 1 балл. Тест из условия задачи при проверке не используется.

Примеры

Пример №1

Стандартный ввод
10 99

Стандартный вывод
10 15 17 18 19 20

Пояснения к примеру

Сумма чисел, указанных в ответе, равна 99, и все числа лежат в диапазоне от
10 до 20 включительно. При этом сумма номиналов пяти самых ценных банкнот
меньше чем 99, поэтому оплатить указанную сумму пятью или меньшим числом
банкнот невозможно. Однако другие варианты получения требуемой суммы шестью
банкнотами возможны, например, 13 14 15 18 19 20. Такой ответ тоже будет засчитан.

Пример программы-решения

Ниже представлено решение на языке Python 3.

1 a,b=map(int,input().split())
2 up,dn,k=0,0,0
3 while up<b:
4 up+=2*a-k
5 dn+=a+k
6 k+=1
7

8 if a>k-1:
9 t=(b-dn)//(a-k+1)

10 r=(b-dn)%(a-k+1)
11 else:
12 t,r=0,0
13 if t==k:
14 print(*range(2*a-t+1,2*a+1))
15 else:
16 print(*range(a,a+k-t-1),a+k-1-t+r,*range(2*a-t+1,2*a+1))



Предметный тур. Математика
Первая попытка. Задачи 8–9 класса

Задача II.2.1.1. (25 баллов)
Темы: вероятность, несовместные события.

Условие

Участникам «математического марафона» предлагается для решения n задач, из
которых k имеют повышенную сложность. Задачи решаются по одной в случайном
порядке. Участник получает следующую задачу лишь после того, как решил преды-
дущую. Решив задачу повышенной сложности, участник переходит на следующий
уровень. Найти вероятность того, что для выхода на следующий уровень участнику
придется решить не более трех задач. Ответ округлить до сотых.

Решение

Событие A, при котором участник решил не более трёх задач до выхода на
следующий уровень, можно разбить на три несовместных события:

• A1 — участник решил ровно одну задачу;
• A2 — участник решил ровно две задачи;
• A3 — участник решил ровно три задачи.

В первом случае участник решил одну из k сложных задач, а всего он мог
выбрать одну из n задач. Поэтому:

P (A1) =
k

n
.

Во втором случае участник сначала решил простую, а затем сложную задачу. Все-
го способов выбрать пару задач: n(n− 1). Всего способов выбрать сначала простую,
а затем сложную задачу: (n− k)k. Поэтому:

P (A2) =
(n− k)k

n(n− 1)
.

В третьем случае участник сначала решил две простых, а затем сложную задачу.
Всего способов выбрать тройку задач: n(n−1)(n−2). Всего способов выбрать сначала
две простых, а затем сложную задачу: (n− k)(n− k − 1)k. Поэтому:

P (A3) =
(n− k)(n− k − 1)k

n(n− 1)(n− 2)
.

Таким образом, искомая вероятность:

P (A) = P (A1) + P (A2) + P (A3) =
k

n
+

(n− k)k

n(n− 1)
+

(n− k)(n− k − 1)k

n(n− 1)(n− 2)
.

Погрешность 1%.



Диапазоны

Величина min max Шаг
n 10 20 1
k 3 7 1

Ответ:
k

n
+

(n− k)k

n(n− 1)
+

(n− k)(n− k − 1)k

n(n− 1)(n− 2)
.

Задача II.2.1.2. (20 баллов)
Темы: комбинаторика.

Условие

В вазе лежат конфеты, среди которых нет одинаковых. После обеда мама разре-
шила своим двум детям взять по три конфеты. Сначала одну конфету берет
младший, потом одну конфету берет старший, затем одну конфету опять берет
младший и т. д. Известно, что у младшего ребенка число вариантов выбора на n
больше, чем у старшего. Сколько конфет лежало в вазе до того, как дети стали их
брать?

Решение

Пусть k — количество конфет в вазе.

Младший выбирает сначала одну из k конфет, затем одну из k − 2, и, наконец,
одну из k − 4. Всего вариантов у младшего ребёнка k(k − 2)(k − 4).

Старший выбирает сначала одну из k− 1 конфет, затем одну из k− 3, и, наконец,
одну из k − 5. Всего вариантов у старшего ребёнка (k − 1)(k − 3)(k − 5).

По условию:
k(k − 2)(k − 4)− (k − 1)(k − 3)(k − 5) = n.

Раскрыв скобки, получаем квадратное уравнение:

3k2 − 15k + 15− n = 0.

Решая его и отбрасывая отрицательный корень, находим:

k =
15 +

√
45 + 12n

6
.

Диапазоны
n = 3(k2 − 5k + 5),

где k = 15, ..., 30.

Ответ:
15 +

√
45 + 12n

6
.



Задача II.2.1.3. (30 баллов)
Темы: геометрия, площадь, подобные треугольники.

Условие

В параллелограмме ABCD диагонали пересекаются в точке O. На стороне BC
отмечена точка E. Диагональ BD пересекает отрезок AE в точке F так, что площадь
треугольника ABF равна a. Диагональ AC пересекает отрезок DE в точке M так,
что площадь треугольника DMC равна b. Найдите площадь треугольника BEF ,
если площадь четырёхугольника EFOM равна c. Ответ округлите до сотых.

Решение

Обозначим искомую площадь за x.

Рассмотрим треугольники ABE и DBE. Их площади совпадают, следовательно,
a+ x = x+ c+ SDOM . Отсюда:

SDOM = a− c.

Поскольку SABO = SDOC = b+ a− c, то SAFO = SABO − a = b− c.
Теперь найдём площадь треугольника AFD:

SAFD = SAFO + SAOD = SAFO + SOCD = (b− c) + (a− c+ b) = 2(b− c) + a.

Треугольники BEF и FED имеют одинаковую высоту (из вершины E). Поэтому
их площади относятся как основания:

x

a
=
BF

FD
.



Треугольники ABF и AFD также имеют общую высоту (из вершины A).

Следовательно, отношение их оснований равно отношению их площадей:

BF

FD
=

a

2(b− c) + a
.

Сопоставляя два последних равенства, находим:

x =
a2

2(b− c) + a
.

Погрешность 1%.

Диапазоны

Величина min max Шаг
a 7 15 1
b 8 16 1
c 1 6 1

Ответ:
a2

2(b− c) + a
.

Задача II.2.1.4. (25 баллов)
Темы: алгебра, система линейных уравнений, задача на работу.

Условие

Петя и Вася в первый день хакатона совместно за n часов написали программу,
решающую предложенную задачу. Через каждые два часа работы над программой
мальчики делали короткий перерыв. При этом производительность после перерыва
у Пети становилась на 20%, а у Васи — на 10% меньше производительности до пе-
рерыва. Во второй день Петя и вовсе потерял интерес к задачам, а Васю, наоборот,
заинтересовала предложенная тематика. Поэтому производительность Пети снизи-
лась в k раз, а у Васи она увеличилась в k раз (относительно начала первого дня).
Производительность мальчиков падала через каждые два часа так же, как и в пер-
вый день. В итоге во второй день они потратили n− 2 часа на совместное написание
кода того же объёма, что и в первый день. Во сколько раз в первый день изначаль-
ная производительность Васи отличалась от изначальной производительности Пети?
Ответ округлите до сотых.

Решение

Пусть x — производительность Пети, y — производительность Васи. По условию
задачи составим систему уравнений:{

2(x+ y) + 2(0, 8x+ 0, 9y) + (n− 4)(0, 82x+ 0, 92y) = 1,

2
(
x
k

+ ky
)

+ (n− 4)
(

0,8x
k

+ 0, 9ky
)

= 1.



Приводя подобные слагаемые, имеем:{
(3, 6 + 0, 82(n− 4))x+ (3, 8 + 0, 92(n− 4))y = 1,
2+0,8(n−4)

k
x+ (2 + 0, 9(n− 4))ky = 1.

Разделив каждое уравнение на x, находим:{
3, 6 + 0, 82(n− 4) + (3, 8 + 0, 92(n− 4)) y

x
= 1

x
,

2+0,8(n−4)
k

+ (2 + 0, 9(n− 4))k y
x

= 1
x
.

Вычитая уравнения, получаем:

(3, 8 + 0, 92(n− 4)− 2k − 0, 9k(n− 4))
y

x
=

2 + 0, 8(n− 4)

k
− 3, 6− 0, 82(n− 4).

Отсюда:
y

x
=

2+0,8(n−4)
k

− 3, 6− 0, 82(n− 4)

3, 8 + 0, 92(n− 4)− 2k − 0, 9k(n− 4)

Погрешность 1%.

Диапазоны

Величина min max Шаг
n 4,5 5 0,5
k 2 5 1

Ответ:
2+0,8(n−4)

k
− 3, 6− 0, 82(n− 4)

3, 8 + 0, 92(n− 4)− 2k − 0, 9k(n− 4)
.

Первая попытка. Задачи 10–11 класса

Задача II.2.2.1. (20 баллов)
Темы: теория вероятностей, формула Байеса.

Условие

Дистрибьютор покупает компьютеры на трех фабриках. Первая фабрика подго-
товила к отгрузке m1 компьютеров, k1 из которых имеют брак. Вторая фабрика —
m2 компьютеров, среди которых k2 бракованных. Третья фабрика — m3 компьюте-
ров, среди которых k3 бракованных. Дистрибьютор приобрел у каждой фабрики по
одному компьютеру. Оказалось, что компьютер, купленный покупателем у дистри-
бьютора, бракованный. Какова вероятность того, что этот компьютер изготовлен j-й
фабрикой? Ответ округлить до сотых.



Решение

Пусть событие A — купленный компьютер бракованный, событие Hi — куплен-
ный компьютер изготовлен на i-й фабрике. В задаче спрашивается, чему равна
условная вероятность P (Hj|A).

Имеем для всех i = 1, 2, 3:

P (Hi) =
1

3
, P (A|Hi) =

ki
mi

.

Тогда по формуле Байеса

P (Hj|A) =
P (Hj)P (A|Hj)
3∑
i=1

P (Hi)P (A|Hi)

=

(
kj
mj

)
/

(
k1

m1

+
k2

m2

+
k3

m3

)
.

Погрешность 1%.

Диапазоны

Величина min max Шаг
m1 6 8 1
k1 2 3 1
m2 8 10 1
k2 2 3 1
m3 7 9 1
k3 1 2 1
j 1 3 1

Ответ:
(
kj
mj

)
/

(
k1

m1

+
k2

m2

+
k3

m3

)
.

Задача II.2.2.2. (25 баллов)
Темы: комбинаторика, биномиальные коэффициенты.

Условие

На переэкзаменовку пришло a студентов 1-го курса и b студентов 2-го курса.
Преподаватель пригласил в аудиторию половину студентов 2-го курса и несколь-
ко студентов 1-го курса. Пока студенты готовились, преподаватель подсчитал, что
существует c способов вызвать студентов таким образом (то есть половину при-
шедших второкурсников и количество вызванных им первокурсников). Какое наи-
большее возможное число студентов 1-го курса преподаватель мог вызвать, чтобы
полученное им число вариантов не изменилось?



Решение

Пусть k — число вызванных преподавателем первокурсников. Тогда число
способов вызвать половину второкурсников и k первокурсников:

c = C
b/2
b Ck

a .

Зная число сочетаний Ck
a = c

C
b/2
b

и число a, найдём k 6 a/2 (можно, например,

воспользоваться треугольником Паскаля).

Так как Ck
a = Ca−k

a и Ck
a 6= Cm

a при m 6= k и m 6= a− k, то полученное преподава-
телем число вариантов не изменится, если вызывать a− k первокурсников.

Диапазоны

Величина min max Шаг
a 9 12 1
b 6 12 2
k 3 da/2e − 1 1
c C

b/2
b Ck

a

Ответ: a− k.

Задача II.2.2.3. (30 баллов)
Темы: стереометрия, исследование на экстремум.

Условие

Шар радиуса r см составлен из двух полушаров: из меди плотности 8,9 г/см3 и
олова плотности 7,3 г/см3. Из этого шара выпилили деталь в форме прямоугольного
параллелепипеда наибольшего объёма, стороны основания которого относятся как
k:1. Найти массу опилок (то есть всех частей, оставшихся от шара после выпиливания
детали).

Принять π = 3, 1416 и выразить ответ в г (с точностью до 1 г).

Решение

Выпиленная деталь представляет собой прямоугольный параллелепипед, вписан-
ный в шар. Её объём:

V = kx2 · 2OH.

Из треугольников ODH и ABD находим:

OH2 = OD2 −HD2 = r2 −
(
BD

2

)2

= r2 − x2 + (kx)2

4
=

4r2 − x2(k2 + 1)

4
.

Тогда:

V = kx2 · 2
√

4r2 − x2(k2 + 1)

4
= kx2

√
4r2 − x2(k2 + 1).



Найдём максимум функции V (x). Её производная:

V ′(x) =
2kx(4r2 − x2(k2 + 1))− kx3(k2 + 1)√

4r2 − x2(k2 + 1)
= kx

8r2 − 3(k2 + 1)x2√
4r2 − (k2 + 1)x2

на промежутке (0, 2r√
k2+1

) имеет единственный корень:

x =
2r
√

2√
3(k2 + 1)

.

Исследование знаков производной показывает, что это точка максимума, а наиболь-
ший объём равен:

Vmax =
16kr3

3
√

3(k2 + 1)
.

Объём опилок равен:

Vo =
4πr3

3
− 16kr3

3
√

3(k2 + 1)
=

4r3

3

(
π − 4k√

3(k2 + 1)

)
.

Поскольку половина этого объёма сделана из олова (плотности ρ1 = 7, 3 г/см3), а
половина — из меди (плотности ρ2 = 8, 9 г/см3), то масса опилок равна:

Mo =
Vo
2
ρ1 +

Vo
2
ρ2 = Vo

ρ1 + ρ2

2
= 8, 1V0 = 10, 8r3

(
π − 4k√

3(k2 + 1)

)
.

Погрешность 1.

Диапазоны

Величина min max Шаг
r 2 6 0,2
k 2 10 1

Ответ: 10, 8r3

(
π − 4k√

3(k2 + 1)

)
.



Задача II.2.2.4. (25 баллов)
Темы: алгебра, функциональное уравнение, линейная система.

Условие

Найти значение f(1) для функции f , удовлетворяющей при всех x 6= a уравнению

f(x) + kx · f
(
ax+ b

x− a

)
= n.

Записать ответ с точностью до 0,01.

Решение

Пусть y = ax+b
x−a . Заметим, что y 6= a. Поэтому выполнено равенство:

f(y) + kyf

(
ay + b

y − a

)
= n.

Так как:
x =

ay + b

y − a
,

получаем:

f

(
ax+ b

x− a

)
+ k

ax+ b

x− a
f(x) = n.

Положим X = f(x), Y = f
(
ax+b
x−a

)
. Тогда имеем систему уравнений:{
X + kxY = n,

Y + kyX = n.

Решая эту линейную относительно переменных X и Y систему, получаем:

X =
n(1− kx)

1− k2xy
.

Учитывая, что при x = 1 будет y =
a+ b

1− a
, находим f(1) =

n(k − 1)(1− a)

k2(a+ b)− (1− a)
.

Погрешность 1%.

Диапазоны

Величина min max Шаг
a 20 50 10
b 2 5 1
k 2 5 1
n 100 200 20

Ответ:
n(k − 1)(1− a)

k2(a+ b)− (1− a)
.



Вторая попытка. Задачи 8–9 класса

Задача II.2.3.1. (20 баллов)
Темы: теория вероятности, дополнительное событие.

Условие

Участникам олимпиады предлагается для решения n задач. Вася может решить
каждую из задач с вероятностью p. Найти вероятность того, что Вася решит хотя
бы одну задачу. Ответ округлить до сотых.

Решение

Пусть A — событие, при котором Вася решил хотя бы одну задачу. Вычислим
вероятность дополнительного события A — Вася не решил ни одну задачу:

P (A) = (1− p)n.

Тогда:
P (A) = 1− P (A) = 1− (1− p)n.

Погрешность 1%.

Диапазоны

Величина min max Шаг
n 4 10 1
p 0,1 0,5 0,1

Ответ: 1− (1− p)n.

Задача II.2.3.2. (25 баллов)
Темы: комбинаторика.

Условие

В спортивном семейном лагере отдыхают n семей, каждая из которых состоит
из 5 человек: отца, матери и троих детей. Для предстоящих соревнований с пред-
ставителями другого спортивного лагеря надо составить команду из пяти человек, в
которой должен быть один мужчина, одна женщина, трое детей, но не должно быть
родственников. Сколькими способами это можно сделать?

Решение

Сначала выбираем мужчину, для этого имеется n способов. Далее выбираем жен-
щину из оставшихся n− 1 семей. Далее выбираем детей из оставшихся n− 2 семей:



3n−6 способов выбрать первого, 3n−9 способов — второго (число способов уменьша-
ется на 3, так как запрещено выбирать братьев или сестёр уже выбранного ребёнка),
3n− 12 способов — третьего.

Получается N = n(n − 1)(3n − 6)(3n − 9)(3n − 12) вариантов. Однако переста-
новки выбранных детей не дают новой команды, поэтому полученное число нужно
разделить на 3!. Итого имеется:

N

3!
=

4.5 · n!

(n− 5)!

вариантов.

Диапазоны

Величина min max Шаг
n 5 25 1

Ответ:
4.5 · n!

(n− 5)!
.

Задача II.2.3.3. (25 баллов)
Темы: планиметрия, прямоугольный треугольник, вписанная окружность.

Условие

В прямоугольном треугольнике АВС из вершины прямого угла проведена высота
CH. В треугольник АВС вписана окружность радиуса R, а в треугольник ACН —
окружность радиуса r. Найти радиус окружности, вписанной в треугольник ВCН.

Ввести ответ с точностью до 0, 01.

Решение

Положим a = BC, b = AC, c = AB, x — искомый радиус.



Из подобия треугольников АСН и АВС имеем r
R

= b
c
, следовательно:

b = c
r

R
.

Из подобия треугольников BСН и АВС будет x
R

= a
c
, значит:

a = c
x

R
.

По теореме Пифагора будет a2 + b2 = c2, то есть:(
c
x

R

)2

+
(
c
r

R

)2

= c2.

Отсюда находим:
x =
√
R2 − r2

Погрешность 1%.

Диапазоны

Величина min max Шаг
r 1 4 0,5
R 6 12 0,5

Ответ:
√
R2 − r2.

Задача II.2.3.4. (30 баллов)
Темы: алгебра, поиск шаблона.



Условие

Развозчик пиццы каждому адресату отдавал половину имеющихся пицц и ещё
половину пиццы (каждый адресат получал целое число пицц). Все пиццы были роз-
даны по k адресам. Сколько изначально пицц было у развозчика?

Решение

Пусть у разносчика n пицц.

Первому адресату он отдаст n
2

+ 1
2

= n+1
2

пицц. У него останется n − n+1
2

= n−1
2

пицц.

Второму адресату он отдаст n−1
4

+ 1
2

= n+1
4

пицц. У него останется n−1
2
− n+1

4
= n−3

4

пицц.

Третьему адресату он отдаст n−3
8

+ 1
2

= n+1
8

пицц. У него останется n−3
4
−n+1

8
= n−7

8

пицц. И так далее.

Имеем: k-му адресату он отдаст n+1
2k

пицц. Так как пиццы у него закончатся, то
последний адресат должен получить одну пиццу, то есть: n+1

2k
= 1.

Следовательно, n = 2k − 1.

Диапазоны

Величина min max Шаг
k 10 20 1

Ответ: 2k − 1.

Вторая попытка. Задачи 10–11 класса

Задача II.2.4.1. (25 баллов)
Темы: теория вероятностей, формула полной вероятности.

Условие

В районной «математической регате» участвует n команд, причём физико-мате-
матический лицей выставил две команды. По правилам соревнований команды слу-
чайным образом разбиваются на игровые пары. В каждой паре определяется про-
игравшая команда, которая выбывает из турнира, и победившая, которая выходит
в следующий тур. На очередном туре команды снова распределяются на пары слу-
чайным образом. В каждой встрече вероятность выигрыша и поражения для лю-
бой команды равна 0,5. Какова вероятность того, что не позднее k-го тура команды
физико-математического лицея сыграют друг с другом? Ответ округлить до тысяч-
ных.



Решение

Пусть A — событие, при котором команды физико-математического лицея (на-
зовём их «команда 1» и «команда 2») сыграют вместе не позднее k-го тура; A1 —
событие, при котором эти команды встретятся в первом туре. По формуле полной
вероятности:

P (A) = P (A|A1)P (A1) + P (A|A1)P (A1) = P (A1) + P (A|A1)(1− P (A1))

(мы воспользовались тем, что P (A|A1) = 1).

Обозначим через pi,j вероятность события, при котором команды 1 и 2 встрети-
лись не позднее j-го тура, если всего участвует 2i команд. Тогда формулу, получен-
ную выше, можно записать так:

pm,k = pm,1 + P (A|A1)(1− pm,1).

Если заранее известно, что произошло событие A1, то события «команда 1 выиг-
рала» и «команда 2 выиграла» независимы. Тогда вероятность выхода обеих команд
во второй тур равна 0, 52 = 0, 25. Следовательно, по формуле полной вероятности
имеем:

P (A|A1) = pm−1,k−1 · 0, 25 + 0 · (1− 0, 25) = pm−1,k−1 · 0, 25.

Заметим ещё, что:

pi,1 =
2i/2

C2
2i

=
2i

2i(2i − 1)
=

1

2i − 1
.

Таким образом, получаем рекуррентную формулу:

pm,k =
1

2m − 1
+ 0, 25pm−1,k−1

(
1− 1

2m − 1

)
.

Применяя последовательно это равенство, находим:

pm,k =
1

2m − 1
+

2(2m−1 − 1)

2m − 1

1

4

(
1

2m−1 − 1
+

2(2m−2 − 1)

2m−1 − 1

1

4
(. . .)

)
=

=
1

2m − 1
+

1

2

1

2m − 1
+

1

4

1

2m − 1
+ . . . =

1

2m − 1

k−1∑
i=0

1

2i
=

2

2m − 1

(
1− 1

2k

)
.

Погрешность 0,1%.

Диапазоны

Величина min max Шаг
n 2m

m 5 10 1
k 3 4 1

Ответ:
2

2m − 1

(
1− 1

2k

)
.



Задача II.2.4.2. (20 баллов)
Темы: комбинаторика.

Условие

В доме культуры работают 3 различные спортивные секции. Известно, что во вто-
рой секции занимается на 3 человека больше, чем в первой, и на 3 человека меньше,
чем в третьей, причем спортсмены в каждой секции имеют примерно одинаковый
уровень подготовки. С началом сезонных соревнований дом культуры должен каж-
дую неделю посылать в другой район команду из 6-ти человек, в которую должен
войти 1 спортсмен из первой секции, 2 спортсмена из второй и 3 спортсмена из тре-
тьей (каждый спортсмен участвует в соревнованиях в течение одного сезона один
раз). Сколько всего спортсменов занимается в доме культуры, если известно, что
число вариантов отбора команды на четвертой неделе равно k?

Решение

Пусть в первой секции занимается n спортсменов. Тогда во второй будет n+ 3, а
в третьей n+ 6 спортсменов. На 4-й неделе команду можно составить из n− 1 · 3 =
= n− 3 участников первой секции, n+ 3− 2 · 3 = n− 3 участников второй секции и
n+ 6− 3 · 3 = n− 3 участников третьей секции. Таким образом, число вариантов:

C1
n−3 · C2

n−3 · C3
n−3 =

(n− 3)3(n− 4)2(n− 5)

12
.

Перебирая натуральные значения n = 6, 7, . . ., найдём такое n, что:

k =
(n− 3)3(n− 4)2(n− 5)

12
.

(Перебор существенно сократится, если рассмотреть разложение числа 12k на
простые множители.)

Всего спортсменов, занимающихся в доме культуры, равно n+ (n+ 3) + (n+ 6) =
= 3n+ 9.

Диапазоны

Величина min max Шаг
n 8 24 1

Ответ: 3n+ 9, если k =
(n− 3)3(n− 4)2(n− 5)

12
.

Задача II.2.4.3. (30 баллов)
Темы: стереометрия.



Условие

На дно сосуда с водой, имеющего форму усечённого конуса с радиусом меньшего
основания a, положили шар радиуса r (дно соответствует меньшему основанию).
При этом оказалось, что шар касается стенок сосуда, а уровень воды касается шара
сверху. Какой будет высота столба воды, если вынуть шар?

Ввести ответ с точностью до сотых.

Решение

Пусть радиус поверхности воды равен a+x, длина образующей равна l. Достроим
имеющийся усечённый конус до полного конуса и рассмотрим сечение полученного
тела.

Отрезок AB — уровень воды, равнобедренный треугольник AMB — сечение
полного конуса, равнобедренная описанная трапеция ABCD — сечение исходного
усечённого конуса. Имеем: {

2l = 2a+ 2(a+ x),

l2 = x2 + (2r)2.

Следовательно, x = r2−a2
a

.

Так как треугольники MNC и MOH прямоугольные (O — центр шара), то:

tgα =
a

h
=

r

MH
.

Имеем:
MH2 = MN ·MP = h(h+ 2r).

Тогда:
a

h
=

r√
h(h+ 2r)

.



Отсюда:

h =
2ra2

r2 − a2
.

Объём конуса равен:

V1 =
1

3
π(a+ x)2(h+ 2r) =

π

3

(
a+

r2 − a2

a

)2(
2ra2

r2 − a2
+ 2r

)
=

2πr7

3a2(r2 − a2)
.

После вынимания шара имеем следующую картину (A1B1 — уровень воды):

Положим d = MP1 (высота нового конуса). Объём нового конуса равен:

V2 =
1

3
π(a+ y)2d.

В то же время:

V2 = V1 − Vшара = V1 −
4

3
πr3.

Значит:
(a+ y)2d =

3V1

π
− 4r3.

Из подобия треугольников MNC и MP1B1 находим:

a

a+ y
=
h

d
,

поэтому:

a+ y =
ad

h
.

Следовательно: (
ad

h

)2

d =
3V1

π
− 4r3.

Подставляя найденные ранее значения h и V1, получаем:

d =
2r

r2 − a2
(r6 − 2r2a2(r2 − a2))1/3.



Тогда искомая величина NP1 равна:

NP1 = d− h =
2r

r2 − a2

(
(r6 − 2r4a2 + 2r2a4)1/3 − a2

)
.

Погрешность 1%.

Диапазоны

Величина min max Шаг
r 10 20 0,5
a 4 8 0,5

Ответ:
2r

r2 − a2

(
(r6 − 2r4a2 + 2r2a4)1/3 − a2

)
.

Задача II.2.4.4. (25 баллов)
Темы: алгебра, задача на движение.

Условие

Два друга, Миша и Петя, хотят добраться из пункта A в пункт B. Расстояние
между A и B равно S км. В распоряжении ребят есть мопед, передвигающийся со
скоростью u км/ч. Отправляясь из A одновременно, Миша идёт пешком, а Петя едет
на мопеде до встречи с Васей, идущим из B в A. Дальше Петя идет пешком, а Вася
едет на мопеде до встречи с Мишей, после чего передает ему мопед, на котором
Миша и добирается до B. За сколько часов до отправления Миши и Пети Вася
должен выйти из пункта B, чтобы Миша и Петя добрались до B одновременно? Все
три мальчика идут со скоростью v км/ч.

Записать ответ с точностью до 0,01.

Решение

Чтобы Миша и Петя прибыли в пункт B одновременно, они должны пройти пеш-
ком одно и то же расстояние x км и проехать на мопеде одно и то же расстояние
S−x км. Тогда Вася до встречи с Петей должен пройти x км, и до встречи с Мишей
проехать S − 2x км, а затем Миша проедет S − x км. Всего Вася и Миша проедут
2S − 3x км. За это время Петя пройдет x км.

Тогда:
2S − 3x

u
=
x

v
,

следовательно:

x =
2Sv

u+ 3v
.

Петя до встречи с Васей едет t1 = S−x
u

часов. Вася до встречи с Петей идёт t2 = x
v

часов. Тогда Вася должен выйти за t2 − t1 часов до отправления Миши и Пети:

t2 − t1 =
x

v
− S − x

u
=

s(u− v)

u(u+ 3v)
.



Погрешность 1%.

Диапазоны

Величина min max Шаг
S 15 30 5
v 5 7 1
u 14 35 1

Ответ:
s(u− v)

u(u+ 3v)
.

Третья попытка. Задачи 8–9 класса

Задача II.2.5.1. (20 баллов)
Темы: вероятность.

Условие

Участникам «математического марафона» предлагается для решения n задач, k
из которых — задачи повышенной сложности. Задачи решаются по одной в случай-
ном порядке. Участник получает следующую задачу лишь после того, как решил
предыдущую. Решив задачу повышенной сложности, участник переходит на сле-
дующий уровень. Найти вероятность того, что для выхода на следующий уровень
участнику придётся решить не менее пяти задач. Ответ округлить до сотых.

Решение

Если до выхода на следующий уровень участник решил не менее пяти задач, то
первые четыре задачи не имели повышенной сложности, а сложность последующих
задач не имеет значения. С учётом порядка всего имеется n(n − 1)(n − 2)(n − 3)
способов выбрать первые четыре задачи, и (n − k)(n − 1 − k)(n − 2 − k)(n − 3 − k)
способов сделать первые четыре задачи простыми. Поэтому искомая вероятность
равна:

p =
(n− k)(n− 1− k)(n− 2− k)(n− 3− k)

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)
.

Погрешность 1%.

Диапазоны

Величина min max Шаг
n 10 15 1
k 3 6 1

Ответ:
(n− k)(n− 1− k)(n− 2− k)(n− 3− k)

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)
.



Задача II.2.5.2. (25 баллов)
Темы: комбинаторика.

Условие

В танцевальном кружке занимаются m девочек и n мальчиков, которые пока-
зывают примерно одинаковые результаты. В отборочных соревнованиях от кружка
должны выступать k пар (каждой паре присваивается номер). Сколько существует
вариантов составить пары?

Решение

Всего существует Ck
m способов выбрать группу девочек и Ck

n способов выбрать
группу мальчиков, которые будут участвовать в соревнованиях. Далее каждому
мальчику определим в пару девочку, это можно сделать k! способами. Наконец, нуж-
но присвоить номера парам. Для этого есть k! способов. Итого имеем:

Ck
m · Ck

n · k! · k! =
m!n!

(m− k)!(n− k)!

способов составить пары.

Диапазоны

Величина min max Шаг
n 7 10 1
m 6 7 1
k 3 5 1

Ответ:
m!n!

(m− k)!(n− k)!
.

Задача II.2.5.3. (30 баллов)
Темы: планиметрия, площадь.

Условие

ТочкаK лежит внутри квадрата ABCD со стороной a так, что треугольник AKD
равносторонний. Точка M делит отрезок AD пополам. Найти площадь фигуры, об-
разованной пересечением треугольников AKD и BCM .

Ввести ответ с точностью до 0,01.



Решение

A D

CB

M

K

N LO

Пусть N = BM ∩ KA, L = CM ∩ KD, O = NL ∩ KM . Ясно, что KM ⊥ NL.
Поэтому площадь фигуры NKLM

S = SNKL + SNML =
1

2
KO ·NL+

1

2
OM ·NL =

1

2
KM ·NL.

Пусть b = a/2. По теореме Пифагора из треугольника MKD находим:

KM =
√

(2b)2 − b2 = b
√

3.

Треугольники ABN и MNK подобны с коэффициентом подобия:

k =
2b

b
√

3
=

2√
3
.

Следовательно, AN = k ·NK. Поэтому:

2b = AK = AN +NK = k ·NK +NK = (k + 1)NK.

Отсюда

NK =
2b
√

3

2 +
√

3
.

Треугольник NKL равносторонний, значит, NL = NK. Имеем:

S =
1

2
KM ·NL =

1

2
· b
√

3 · 2b
√

3

2 +
√

3
=

3b2

2 +
√

3
=

3a2

4(2 +
√

3)
.

Погрешность 1%.

Диапазоны

Величина min max Шаг
a 2 40 4

Ответ:
3a2

4(2 +
√

3)
.



Задача II.2.5.4. (25 баллов)
Темы: алгебра, задача на работу.

Условие

Петя, Вася и Иван участвуют в хакатоне по программированию. Если Петя и
Вася работают вместе, то их производительности увеличиваются на 10% и 20% со-
ответственно, и они могут написать программу, решающую предложенную задачу,
за n часов. Иван же предпочитает индивидуальную работу, поэтому его производи-
тельность при совместной работе с Петей падает на 5%, а производительность Пети
при таком взаимодействии возрастает на 6%. При совместной работе Ивана и Васи
производительность Ивана падает на 15%, а производительность Васи возрастает на
14%. Петя и Иван, работая совместно, могут написать ту же программу за m ча-
сов, а Вася и Иван — за k часов. Сколько часов потратят все три мальчика, работая
совместно, на написание этой программы, если при таком варианте сотрудничества
производительность Пети возрастёт на 8%, Васи — на 17%, а Ивана — уменьшится
на 10%? Ответ округлить до сотых.

Решение

Пусть x — производительность Пети, y — производительность Васи, z — произво-
дительность Ивана. Принимая за единицу объём работы, необходимый для решения
задачи хакатона, получаем систему уравнений:

1, 1x+ 1, 2y = 1
n
,

1, 06x+ 0, 95z = 1
m
,

1, 14y + 0, 85z = 1
k
.

Складывая все уравнения, имеем:

2, 16x+ 2, 34y + 1, 8z =
1

n
+

1

m
+

1

k
.

Искомое время:

t =
1

1, 08x+ 1, 17y + 0, 9z
=

2

1/n+ 1/m+ 1/k
.

Погрешность 1%.

Диапазоны

Величина min max Шаг
n 4 7 1
m 5 8 1
k 6 9 1

Ответ:
2

1/n+ 1/m+ 1/k
.



Третья попытка. Задачи 10–11 класса

Задача II.2.6.1. (25 баллов)
Темы: вероятность, формула Байеса.

Условие

Участникам многопрофильной командной олимпиады предлагаются задачи по
трём предметам: математика, информатика и физика. Модуль по математике содер-
жит m задач, k из которых повышенной сложности. Модуль по информатике — n
задач, среди которых l повышенной сложности. Модуль по физике — p задач, среди
которых r повышенной сложности. Команды получают по три задачи, выбирая из
каждого модуля случайно одну задачу. Участники команды π полученные задачи
распределили между собой с помощью жеребьёвки, при этом оказалось, что Андрею
выпала задача повышенной сложности. Определить вероятность того, что Андрей
решает задачу по математике. Ответ округлить до сотых.

Решение

Пусть событие A — Андрею выпала задача повышенной сложности. Определим
гипотезы, образующие полную группу событий: H1 — Андерею выпала задача по
математике, H2 — по информатике, H3 — по физике. Тогда при i = 1, 2, 3:

P (Hi) =
1

3
, P (A|H1) =

k

m
, P (A|H2) =

l

n
, P (A|H3) =

r

p
.

По формуле Байеса искомая вероятность равна:

P (H1|A) =
P (H1)P (A|H1)
3∑
i=1

P (Hi)P (A|Hi)

=
k/m

k/m+ l/n+ r/p

Погрешность 1%.

Диапазоны

Величина min max Шаг
m 8 10 1
k 4 5 1
n 6 8 1
l 3 4 1
p 7 9 1
r 3 4 1

Ответ:
k/m

k/m+ l/n+ r/p
.



Задача II.2.6.2. (20 баллов)
Темы: комбинаторика.

Условие

Сколько различных комбинаций можно составить из n различных цифр, наи-
меньшая из которых в комбинации повторяется ровно k раз, а остальные по одному
разу, и первых m букв латинского алфавита, если все цифры должны стоять рядом,
а буква «c» должна стоять непосредственно перед буквой «a»?

Решение

Последовательно выбираем:

1. позиции для повторяющейся цифры относительно других цифр — Ck
n−1+k

способов;
2. порядок неповторяющихся цифр — (n− 1)! способов;
3. порядок букв — (m− 1)! способов (поскольку буква «с» стоит непосредственно

перед буквой «a», то можно считать, что у нас имеется m− 1 буква);
4. положение группы цифр относительно букв — m способов.

Таким образом, всего имеется:

Ck
n−1+k(n− 1)!(m− 1)!m =

(n− 1 + k)!m!

k!

Диапазоны

Величина min max Шаг
n 3 5 1
k 3 5 1
m 5 9 1

Ответ:
(n− 1 + k)!m!

k!
.

Задача II.2.6.3. (30 баллов)
Темы: стереометрия.

Условие

В тетраэдре ABCD среди сечений, параллельных рёбрам AC и BD одновременно,
выбрано сечение с наибольшей площадью. Длина ребра AC равна a, длина ребра BD
равна b. Найти сумму квадратов диагоналей этого сечения с точностью до 0,1.



Решение

Пусть PMNO — секущая плоскость. Имеем:

1. AC,PO ⊂ ABC, AC ‖MNP ⇒ PO ‖ AC.
2. BD,NO ⊂ DBC, BD ‖MNP ⇒ NO ‖ BD.
3. Аналогично, MN ‖ AC, MP ‖ BD.
4. Из пунктов 1, 2 и 3 следует, что противоположные стороны четырёхугольника
MNOP параллельны, а значит, MNOP — параллелограмм.

5. Треугольники PBO и ABC подобны с коэффициентом подобия k. Тогда PO =
= MN = ka.

6. Треугольники APM и ABD подобны с коэффициентом подобия 1 − k. Тогда
MP = NO = (1− k)b.

7. Угол между прямыми AC и BD равен углу между прямыми MP и MN ,
обозначим его через α. Площадь сечения равна:

S = MP ·MN · sinα = ab sinα · k(1− k).

Отсюда получаем, что площадь сечения максимальна при k = 1/2.
8. Стороны сечения равны PO = MN = a

2
, MP = NO = b

2
.

9. Сумма квадратов диагоналей параллелограмма равна сумме квадратов всех
его сторон:

MO2 +NP 2 = 2(MP 2 +MN2) =
a2 + b2

2
.

Погрешность 1%.

Диапазоны

Величина min max Шаг
a 4 10 0,5
b 11 20 0,5

Ответ:
a2 + b2

2
.



Задача II.2.6.4. (25 баллов)
Темы: алгебра, функциональное уравнение.

Условие

Найти значение f(1) для функции f , удовлетворяющей при всех x 6= a уравнению:

f(x) + k · f
(
ax+ b

x− a

)
= nx.

Записать ответ с точностью до 0,01.

Решение

Если y = ax+b
x−a , то x = ay+b

y−a . Тогда, подставляя вместо x в уравнении значение y,
находим:

f

(
ax+ b

x− a

)
+ kf(x) = n · ax+ b

x− a
.

Положим A = f(x), B = f
(
ax+b
x−a

)
. Тогда имеем систему уравнений:{

A+ kB = nx,

B + kA = n · ax+b
x−a .

Решая её относительно переменных A и B, находим:

A =
n(−x2 + ax(k + 1) + kb)

(x− a)(k2 − 1)
.

Следовательно:

f(1) =
n(a(k + 1) + kb− 1)

(1− a)(k2 − 1)
.

Погрешность 1%.

Диапазоны

Величина min max Шаг
a 10 40 10
b 1 10 1
k 0,1 0,9 0,1
n 5 9 1

Ответ:
n(a(k + 1) + kb− 1)

(1− a)(k2 − 1)
.



Четвертая попытка. Задачи 8–9 класса

Задача II.2.7.1. (25 баллов)
Темы: вероятность.

Условие

Участникам олимпиады предлагается для решения n задач. Вася может решить
каждую из задач с вероятностью p. Найти вероятность того, что Вася решит не более
одной задачи. Ответ округлить до сотых.

Решение

Вероятность того, что Вася не решит ни одной задачи:

p0 = (1− p)n.

Вероятность того, что Вася решит ровно одну задачу:

p1 = np(1− p)n−1.

Значит, вероятность того, что Вася решит не более одной задачи:

p0,1 = p0 + p1 = (1− p)n + np(1− p)n−1.

Погрешность 1%.

Диапазоны

Величина min max Шаг
n 10 15 1
p 0,1 0,4 0,1

Ответ: (1− p)n + np(1− p)n−1.

Задача II.2.7.2. (20 баллов)
Темы: комбинаторика.

Условие

На спортивные соревнования из другого района приехало n школьников. В гости-
нице на этот момент оказались свободными только один двухместный номер, один
трёхместный номер и один четырёхместный номер. Остальных школьников решили
разместить в спортзале местной школы. Руководитель должен составить список на
расселение. Сколько возможно вариантов такого списка, если порядок записанных в
один номер гостиницы (или в спортзал) не важен?



Решение

Последовательно выбираем спортсменов:

1. в двухместный номер — C2
n способов;

2. в трёхместный номер — C3
n−2 способов;

3. в четырёхместный номер — C4
n−5 способов;

4. в спортзал разместятся все остальные спортсмены — 1 способ.

Таким образом, общее число вариантов:

C2
nC

3
n−2C

4
n−5 =

n!

2!(n− 2)!

(n− 2)!

3!(n− 5)!

(n− 5)!

4!(n− 9)!
=

n!

288 · (n− 9)!
.

Диапазоны

Величина min max Шаг
n 14 25 1

Ответ:
n!

288 · (n− 9)!
.

Задача II.2.7.3. (25 баллов)
Темы: планиметрия.

Условие

В равнобедренном треугольнике ABC с основанием AC вписана окружность с
центром в точке O. Точка O делит высоту BH на отрезки длиной a и b, считая от
точки B. Найти периметр треугольника ABC.

Ввести ответ с точностью до 0,01.



Решение

Пусть D и F — точки касания окружности с боковыми сторонами треугольника,
x — длина AH. Тогда AD = AH = CH = CF = x.

Из треугольника OBD по теореме Пифагора получаем BD2 = a2 − b2. Следова-
тельно, в треугольнике ABH: (

√
a2 − b2 + x)2 = (a+ b)2 + x2.

Отсюда x = b a+b√
a2−b2 .

Периметр треугольника ABC равен:

4x+ 2
√
a2 − b2 =

2(a+ b)2

√
a2 − b2

.

Погрешность 1%.

Диапазоны

Величина min max Шаг
a 10 20 1
b 2 9 1

Ответ:
2(a+ b)2

√
a2 − b2

.

Задача II.2.7.4. (30 баллов)
Темы: алгебра, поиск шаблона.



Условие

Петя приехал на курорт на k дней, имея на банковской карте целое число тысяч
рублей. Каждый день он тратил половину имеющихся денег и еще 500 рублей, причём
остаток на его счете в конце дня всегда делился на тысячу нацело. В последний день
были потрачены все деньги. Сколько изначально рублей было у Пети?

Решение

Пусть у Пети n тыс. руб.

В первый день он потратил n
2

+ 1
2

= n+1
2

тыс. руб. У него осталось n− n+1
2

= n−1
2

тыс. руб.

Во второй день он потратил n−1
4

+ 1
2

= n+1
4

тыс. руб. У него осталось n−1
2
−n+1

4
= n−3

4

тыс. руб.

В третий день он потратил n−3
8

+ 1
2

= n+1
8

тыс. руб. У него осталось n−3
4
− n+1

8
= n−7

8

тыс. руб.

И так далее: в j-ый день он потратит n+1
2j

тыс. руб.

В последний день он потратит одну тыс. руб., то есть:

n+ 1

2k
= 1.

Поэтому n = 2k − 1. Тогда всего рублей 1000(2k − 1).

Диапазоны

Величина min max Шаг
k 6 15 1

Ответ: n = 1000(2k − 1).

Четвертая попытка. Задачи 10–11 класса

Задача II.2.8.1. (25 баллов)
Темы: теория вероятностей.

Условие

В районной «математической регате» участвует 2m команд, причём физико-
математический лицей выставил две команды. По правилам соревнований в каж-
дом туре команды случайным образом разбиваются на игровые пары. В каждой
паре определяется проигравшая команда, которая выбывает из турнира, и победив-
шая, которая выходит в следующий тур. В каждой встрече вероятность выигрыша
и поражения для любой команды равна 0,5. Какова вероятность того, что команды
физико-математического лицея сыграют друг с другом в k-м туре?

Ответ округлить до тысячных.



Решение

Пусть событие Ak — команды физико-математического лицея встретились на
k-м туре; событие Bk — команды физико-математического лицея прошли в k-й тур.
Имеем следующую цепочку вложений:

A1 ⊃ B2A2 ⊃ B3A3 ⊃ . . . ⊃ Bk−1Ak−1 ⊃ Bk ⊃ Ak,

поэтому
Ak = A1B2A2B3 · . . . · Ak−1BkAk.

По формуле для вероятности произведения получаем:

P (Ak) = P (A1)P (B2|A1)P (A2|A1B2) · . . . · P (Ak|A1B2A2B3 · . . . · Ak−1Bk)

Последовательно находим:

P (A1) = 1− 2m/2

C2
2m

=
2(2m−1 − 1)

2m − 1
,

P (B2|A1) = 0, 5 · 0, 5 =
1

4
,

P (A2|A1B2) =
2(2m−2 − 1)

2m−1 − 1
(вычисляется аналогично P (A1)),

P (B3|A1B2A2) = 0, 5 · 0, 5 =
1

4
,

. . .

P (Ak−1|A1B2A2B3 · . . . ·Bk−1) =
2(2m−(k−1) − 1)

2m−(k−1)+1 − 1
,

P (Bk|A1B2A2B3 · . . . ·Bk−1Ak−1) = 0, 5 · 0, 5 =
1

4
,

P (Ak|A1B2A2B3 · . . . · Ak−1Bk) =
2m+1−k/2

C2
2m+1−k

=
1

2m+1−k − 1

Перемножая полученные значения, получаем:

P (Ak) =
2(2m−1 − 1)

2m − 1
· 1

4
· 2(2m−2 − 1)

2m−1 − 1
· 1

4
· . . . · 2(2m−(k−1) − 1)

2m−(k−1)+1 − 1
· 1

4
· 1

2m+1−k − 1

=
1

2k−1(2m − 1)
.

Погрешность 0,1%.

Диапазоны

Величина min max Шаг
m 5 7 1
k 3 5 1

Ответ:
1

2k−1(2m − 1)
.



Задача II.2.8.2. (20 баллов)
Темы: комбинаторика, сочетания с повторениями.

Условие

Команде из k горнолыжников перед соревнованием на новой трассе предостав-
ляется возможность совершить n тренировочных спусков. Тренер должен указать,
сколько тренировочных спусков предоставляется каждому спортсмену его команды.
Сколько существует вариантов такого распределения, если известно, что каждый
спортсмен должен совершить не менее m тренировочных спусков?

Решение

Предоставив m тренировочных спусков каждому спортсмену, останется распреде-
лить n−km спусков. Это схема выбора j = n−km предметов из l = k без упорядоче-
ния и с повторениями. Количество всевозможных таких наборов — число сочетаний
с повторениями:

C
j

l = Cj
l+j−1.

Подставляя значения l и j, находим:

C
n−km
k = Cn−km

k+n−km−1 =
(k + n− km− 1)!

(n− km)!(k − 1)!
.

Диапазоны

Величина min max Шаг
n 60 100 1
k 4 7 1
m 5 7 1

Ответ:
(k + n− km− 1)!

(n− km)!(k − 1)!
.

Задача II.2.8.3. (30 баллов)
Темы: стереометрия.

Условие

В деревянном шаре радиуса R плотности ρ1 просверлили сквозное цилиндриче-
ское отверстие (ось цилиндра проходит через центр шара) и заполнили образовавшу-
юся полость металлическим сплавом плотности ρ2. Каков наибольший радиус этого
отверстия, при котором полученное тело не утонет в жидкости плотности ρ3?

Примечание: плотность тела — это отношение массы тела к его объёму. Из закона
Архимеда следует, что тело не тонет, если его плотность не превосходит плотности
жидкости.

Записать ответ с точностью до 0,01.



Решение

Пусть r — искомый радиус цилиндра, h — высота цилиндра. Изобразим сечение
полученного тела плоскостью, проходящей через ось цилиндра.

Плотность полученного тела, имеющего массу M и объём V , равна:

ρ =
M

V
=
V1ρ1 + V2ρ2

V1 + V2

,

где V1 — объём деревянной части, V2 — металлической.

Объём цилиндра равен:
V2 = h · πr2.

Для нахождения объёма деревянной части вычтем из шарового слоя объём
цилиндра:

V1 = Vшар. сл. − V2 = πh(r2 + h2/6)− hπr2 =
πh3

6
.

Условие, при котором тело не тонет, имеет вид ρ 6 ρ3, то есть:
πh3

6
ρ1 + hπr2ρ2

πh(r2 + h2/6)
6 ρ3,

что равносильно:

r2(ρ2 − ρ3) 6
h2

6
(ρ3 − ρ1).

Подставляя h2 = 4(R2− r2) (из теоремы Пифагора), после несложных преобразо-
ваний приходим к неравенству:

r 6 R

√
2(ρ3 − ρ1)

3ρ2 − ρ3 − 2ρ1

.

Погрешность 1%.

Диапазоны

Величина min max Шаг
R 2 10 1
ρ1 0,5 0,9 0,1
ρ2 7 12 1
ρ3 1 4 0,5



Ответ: R

√
2(ρ3 − ρ1)

3ρ2 − ρ3 − 2ρ1

.

Задача II.2.8.4. (25 баллов)
Темы: алгебра, функциональное уравнение.

Условие

Дима и Лёша хотят попасть из пункта A в пункт B. Расстояние между A и
B равно S км. В распоряжении ребят есть скейтборд, скорость передвижения на
котором равна u км/ч. Отправляясь одновременно, Дима идёт пешком, а Лёша едет
на скейтборде до встречи с Пашей, который вышел из B в A за t часов до отправления
Димы и Лёши. Дальше Лёша идёт пешком, а Паша едет на скейтборде до встречи
с Димой, после чего передаёт ему скейтборд, на котором тот и добирается до B.
Известно, что Дима и Лёша добрались до B одновременно. Чему равна скорость
ходьбы мальчиков (в км/ч), если известно, что она у всех одинаковая?

Записать ответ с точностью до 0,01.

Решение

Пусть скорость мальчиков равна v км/ч. Чтобы Дима и Лёша прибыли в пункт B
одновременно, они должны пройти пешком одно и то же расстояние x км и проехать
на скейтборде одно и то же расстояние S − x км. Тогда Паша до встречи с Лёшей
должен пройти x км, и до встречи с Димой проехать S−2x км, а затем Дима проедет
S− x км. Всего Паша и Дима проедут 2S− 3x км. За это время Лёша пройдёт x км.

Тогда:
2S − 3x

u
=
x

v
.

Лёша до встречи с Пашей едет S−x
u

часов. Паша до встречи с Лёшей идёт x
v
часов.

Тогда:
x

v
− S − x

u
= t.

Из системы: {
2S−3x
u

= x
v
,

x
v
− S−x

u
= t

находим v =
u(S − ut)
S + 3ut

.

Погрешность 1%.

Диапазоны

Величина min max Шаг
S 30 40 5
u 10 12 1
t 0,25 0,75 0,25



Ответ:
u(S − ut)
S + 3ut

.



Инженерный тур
Задача II.3.1. Одометрия (10 баллов)
Темы: мобильная робототехника, одометрия, численные методы, кинематика,
дифференциальная платформа.

Условие

Рассмотрим мобильного робота с дифференциальной платформой. У него есть
два колеса (левое и правое), соединенные с двигателем.

Кинематическая модель робота описывается следующим уравнением:

ṗ =

ẋẏ
θ̇

 =

−v sin θ
v cos θ
ω


v = (ωr + ωl)

r

2

ω = (ωr − ωl)
r

b
,

где r > 0 и b > 0 — радиус колес и база (расстояние между колесами);

ωl, ωr — скорость вращения колес (левого и правого);

x, y — координаты центра робота относительно неподвижной системы отсчета;

θ — ориентация робота (угол поворота относительно оси x). Положительное вра-
щение робота соответствует правилу правой руки (положительное направление про-
тив часовой стрелки, отрицательное по часовой стрелке).

Задание. Известно, что платформа двигалась из известного начального положе-
ния x(t0), y(t0), θ(t0), а также с постоянным шагом по времени h поступают значения
углов с двигателей ϕr(ti), ϕl(ti), здесь ti = t0 +h · i, i ∈ N. Для каждого набора ϕr(ti),
ϕl(ti) рассчитайте положение робота x(ti), y(ti), θ(ti) после начала движения и выве-
дите в консоль.



Формат входных данных

• Первая строка содержит значения 0 < r < 100, 0 < b < 100 и 0 < h < 0, 1,
разделенные пробелом.

• Вторая строка содержит координаты робота и ориентацию в начальный момент
времен −100 < x(t0), y(t0), θ(t0) < 100, значения разделены пробелом.

• Третья строка содержит значение 10 < n < 100 000 количества пар ϕr(ti),
ϕl(ti).

• Следующие n строк хранят значения −10 000 < ϕr(ti), ϕl(ti) < 10 000, разде-
ленные пробелом.

Все величины указаны в единицах СИ.

Формат выходных данных

• Первая строка содержит число n с результатами вычислений задания.
• n строк со значениями x(t), y(t), θ(t), разделенные пробелом (первая из строк

содержит начальные условия).

Округлите данные до шести знаков после запятой.

Примеры

Пример №1

Стандартный ввод
1.457470 59.241677 0.00021798140509691257
0.000000 0.000000 1.000000
10
0.000000 0.000000
0.010899 0.010899
0.021798 0.021798
0.032697 0.032697
0.043596 0.043596
0.054495 0.054495
0.065394 0.065394
0.076293 0.076293
0.087193 0.087193
0.098092 0.098092



Стандартный вывод
10
0.000000 0.000000 1.000000
-0.013367 0.008583 1.000000
-0.026733 0.017165 1.000000
-0.040100 0.025748 1.000000
-0.053467 0.034331 1.000000
-0.066834 0.042913 1.000000
-0.080200 0.051496 1.000000
-0.093567 0.060079 1.000000
-0.106935 0.068662 1.000000
-0.120302 0.077245 1.000000

Пример №2

Стандартный ввод
1.457470 59.241677 0.00021798140509691257
0.000000 0.000000 0.000000
30
0.000000 0.000000
0.002180 0.010899
0.004360 0.021798
0.006539 0.032697
0.008719 0.043596
0.010899 0.054495
0.013079 0.065394
0.015259 0.076293
0.017439 0.087193
0.019618 0.098092
0.021798 0.108991
0.023978 0.119890
0.026158 0.130789
0.028338 0.141688
0.030517 0.152587
0.032697 0.163486
0.034877 0.174385
0.037057 0.185284
0.039237 0.196183
0.041416 0.207082
0.043596 0.217981
0.045776 0.228880
0.047956 0.239780
0.050136 0.250679
0.052316 0.261578
0.054495 0.272477
0.056675 0.283376
0.058855 0.294275
0.061035 0.305174
0.063215 0.316073



Стандартный вывод
30
0.000000 0.000000 0.000000
0.000000 0.009531 0.000215
-0.000002 0.019062 0.000429
-0.000006 0.028593 0.000644
-0.000012 0.038124 0.000858
-0.000020 0.047655 0.001073
-0.000031 0.057186 0.001287
-0.000043 0.066717 0.001502
-0.000057 0.076249 0.001716
-0.000074 0.085779 0.001931
-0.000092 0.095310 0.002145
-0.000112 0.104842 0.002360
-0.000135 0.114373 0.002574
-0.000159 0.123904 0.002789
-0.000186 0.133434 0.003003
-0.000215 0.142965 0.003218
-0.000245 0.152496 0.003432
-0.000278 0.162027 0.003647
-0.000313 0.171558 0.003861
-0.000350 0.181089 0.004076
-0.000388 0.190620 0.004290
-0.000429 0.200151 0.004505
-0.000472 0.209683 0.004719
-0.000517 0.219214 0.004934
-0.000564 0.228745 0.005148
-0.000613 0.238275 0.005363
-0.000664 0.247806 0.005577
-0.000718 0.257337 0.005792
-0.000773 0.266868 0.006006
-0.000830 0.276399 0.006221

Решение

1. Рассчитать угловые скорости из углов, численно продифференцировав их.
2. Реализовать любой метод интегрирования (подойдет и самый простой метод

прямоугольников).
3. Подставить значения в кинематическую модель.
4. Проинтегрировать кинематическую модель (смотри пункт 2), на выходе инте-

гратора будут координаты.

Задача II.3.2. Моделирование динамических систем (8 баллов)
Темы: моделирование, динамические системы, численные методы.

Условие

Рассмотрим маятник с невесомым стержнем длиной l и точечной массой (шар бес-
конечно малого радиуса) массой m на конце. Стержень верхним концом присоединен
к двигателю постоянного тока. Двигатель создает момент и вращает маятник на угол
θ, в то же время гравитационная сила и сила инерции маятника создают момент τ
на двигателе.



Разберем вращение маятника отдельно от двигателя. С точки зрения дина-
мики, на точечную массу действует две силы: гравитации mg и реакции опоры T .
По второму закону Ньютона получим:{

mẍ = T sin θ

mÿ = T cos θ −mg
,

здесь ẍ и ÿ — ускорение (вторая производная по времени) маятника по оси x и
y соответственно. Если умножить первое уравнение на косинус, второе на синус и
затем сложить их, то мы получим одно общее уравнение без силы реакции опоры:

mẍ cos θ +mÿ sin θ = −mg sin θ.

Маятник совершает вращательное движение, а не поступательное. Зная это, мы мо-
жем еще больше упростить предыдущее уравнение, если добавить кинематическую
модель:

x = l sin θ;

y = −l cos θ.

Вы можете проверить сами: если подставите θ = 0, то мы получите x = 0, y = −l,
что соответствует рисунку с маятником выше. Если дважды продифференцировать
кинематическую модель (найти ускорения) по времени (от времени зависит только
угол θ) и подставить в уравнение динамической модели, получается, что:

mẍ cos θ +mÿ sin θ = mlθ̈ = mlω̇,

здесь ω — угловая скорость. Чтобы перейти от сил к моментам умножим на l все
уравнение динамики маятника:

ml2ω̇ = −mgl sin θ.

Далее из второго закона Ньютона для вращательного движения получаем, что мо-
мент, который создает маятник в точке соединения можно найти по формуле:

ml2ω̇ +mgl sin θ = τ,

где ω̇, ω = θ̇, θ — угловое ускорение, скорость вращения и угол поворота маятника
и двигателя (они жестко соединены, поэтому угол, угловая скорость и ускорение у
них совпадают).

Разберем влияние двигателя постоянного тока на маятник. Двигатель
создает электромеханический момент m = kI, благодаря ему вращается маятник,
который создает момент τ = ml2ω̇ + mgl sin θ, также на систему действует сила
трения τf = kfω. Например, когда двигатель неподвижен и стабилизирует маят-
ник под ненулевым углом, электромеханический момент равен моменту маятника



kI = ml2ω̇+mgl sin θ. Таким образом, модель двигателя выглядит следующим обра-
зом: 

θ̇ = ω

ω̇ = 1
J

(kI − kfω − τ)

İ = 1
L

(−RI − kω + u)

.

Здесь постоянные параметры двигателя:

• R — сопротивление;
• L — индуктивность;
• k — конструктивная постоянная;
• kf — коэффициент трения;
• J — момент инерции;

и переменные величины:

• I — сила тока;
• τ — момент нагрузки (под нагрузкой подразумевается внешний момент, кото-

рые обычно создается грузом или, как в нашем случае, маятником);
• u — управляющее напряжение.

Объединяя модель маятника и двигателя, получаем систему из обыкновенных
дифференциальных уравнений, описывающих вращение двигателя с маятником:

θ̇ = ω

ω̇ = 1
J+ml2

(kI − kfω −mgl sin θ)
İ = 1

L
(−RI − kω + u)

.

Разберем работу двигателя с маятником. На двигатель (вход) мы подаем напря-
жение u (например, 5 В). Уравнение для силы тока:

İ =
1

L
(−RI − kω + u).

Обсудим начало работы системы. Маятник свободно висит, то есть скорость ω = 0
и сила тока I = 0. Подадим на двигатель напряжение u = 5, сразу сила тока будет
расти, а вместе с ним и электромеханический момент τm = kI. Далее подключается
уравнение для углового ускорения:

ω̇ =
1

J +ml2
(kI − kfω −mgl sin θ).

Здесь маятник начинает раскручиваться, поскольку сила трения kfω = 0 (скорость
равна нулю) и момент гравитационной силы маятника mgl sin θ = 0, остается толь-
ко ненулевой электромеханический момент. В итоге ускорение и скорость маятника
также увеличиваются и система раскручивается.

После начала работы в простых случаях возможно три исхода:

1. При малом напряжении электромеханический момент уравновесит маятник
kI = mgl sin θ, и маятник останется неподвижным под углом θ = arcsin(kI/mgl)
(из прошлого уравнения).

2. Далее при повышении напряжения маятник раскрутится до строго положи-
тельной скорости, она меняется, но маятник уже не останавливается.



3. При значительном повышении напряжения, когда нагрузкой маятника можно
пренебречь, он начинает вращаться с постоянной скоростью (например ω = 100
рад/c), и сила тока перестанет меняться (будет постоянным), т. е. напряжение
будет уравновешиваться в соответствии с выражением −RI − kω + u = 0.

Задание. Напишите программу, выполняющую численное решение системы диф-
ференциальных уравнений, описывающих модель системы, с постоянным шагом по
времени h: 

θ̇ = ω

ω̇ = 1
J+ml2

(kI − kfω −mgl sin θ)
İ = 1

L
(−RI − kω + u)

.

Например, можно использовать метод Хойна или Рунге – Кутты 4-го порядка.
Таким образом, на каждом шаге численного решения вы будете получать угол θ,
угловую скорость ω и силу тока I. Их и следует записать построчно в консоль, для
каждого момента времени с шагом h.

Формат входных данных

• Первая строка хранит параметры системы m, l, g, R, L, J , k, kf , разделен-
ные пробелом; параметры системы ограничены 0 < m, l < 10, g = 9, 81, 0 <
< R,L, J, k, kf < 1.

• Вторая строка хранит начальные условия для интегрирования −10 < θ(t0),
ω(t0), I(t0) < 10, разделенные пробелом.

• Третья строка хранит шаг времени 0 < h < 0, 1, размер 10 < n < 100 000 мас-
сива напряжений, которые нужно будет подать на модель двигателя в процессе
интегрирования, значения разделены пробелом.

• Четвертая строчка хранит n значений напряжения, разделенных пробелом.

Все величины указаны в единицах СИ.

Формат выходных данных

• Первая строка содержит число s = n+ 1 с результатами вычислений задания.
• s строк со значениями θ(ti), ω(ti), I(ti), разделенными пробелом (первая из

строк содержит начальные условия).

Округлите данные до шести знаков после запятой.

Примеры

Пример №1

Стандартный ввод
0.900000 0.100000 9.810000 0.500000 0.000100 0.001000 0.300000 0.001000
1.570000 0.010000 0.800000
0.000001 9
10.000000 10.000000 10.000000 10.000000 10.000000 10.000000 10.000000
10.000000 10.000000



Стандартный вывод
10
1.570000 0.010000 0.800000
1.570000 0.009936 0.895970
1.570000 0.009874 0.991460
1.570000 0.009816 1.086473
1.570000 0.009760 1.181012
1.570000 0.009707 1.275077
1.570000 0.009657 1.368673
1.570000 0.009610 1.461800
1.570000 0.009565 1.554463
1.570000 0.009524 1.646662

Пример №2

Стандартный ввод
0.900000 0.100000 9.810000 0.500000 0.000100 0.001000 0.300000 0.001000
0.100000 10.000000 -1.100000
0.000001 29
10.000000 10.000000 10.000000 10.000000 10.000000 10.000000 10.000000
10.000000 10.000000 10.000000 10.000000 10.000000 10.000000 10.000000
10.000000 10.000000 10.000000 10.000000 10.000000 10.000000 10.000000
10.000000 10.000000 10.000000 10.000000 10.000000 10.000000 10.000000
10.000000

Стандартный вывод
30
0.100000 10.000000 -1.100000
0.100010 9.999957 -1.024500
0.100020 9.999917 -0.949377
0.100030 9.999878 -0.874630
0.100040 9.999842 -0.800257
0.100050 9.999808 -0.726255
0.100060 9.999777 -0.652623
0.100070 9.999747 -0.579359
0.100080 9.999720 -0.506462
0.100090 9.999695 -0.433929
0.100100 9.999672 -0.361758
0.100110 9.999652 -0.289948
0.100120 9.999633 -0.218498
0.100130 9.999617 -0.147404
0.100140 9.999603 -0.076666
0.100150 9.999590 -0.006281
0.100160 9.999580 0.063751
0.100170 9.999573 0.133434
0.100180 9.999567 0.202768
0.100190 9.999563 0.271755
0.100200 9.999561 0.340398
0.100210 9.999562 0.408697
0.100220 9.999564 0.476655
0.100230 9.999569 0.544273
0.100240 9.999575 0.611553
0.100250 9.999584 0.678497
0.100260 9.999594 0.745105
0.100270 9.999607 0.811381
0.100280 9.999621 0.877325
0.100290 9.999638 0.942940



Решение

1. Реализовать любой метод интегрирования (подойдет и самый простой (метод
Эйлера)).

2. Подставить начальное условие, все параметры и напряжение в систему диф-
ференциальных уравнений.

3. Далее в цикле вычислять решение системы методом, реализованным в пункте
1.

Задача II.3.3. Устойчивость динамических систем (10 баллов)
Темы: устойчивость, моделирование, теория автоматического управления, дина-
мические системы.

Условие

Положение равновесия динамической системы — это такое положение, в котором
система не двигается, все скорости, ускорения и более старшие производные вы-
ходной переменной равны нулю. Например, модель маятника имеет два положения
равновесия: верхнее и нижнее.

Положения равновесия могут быть устойчивыми и неустойчивыми. В устойчи-
вое положение равновесия система возвращается, если находилась в некоторой его
окрестности, например после прекращения внешнего воздействия. У маятника верх-
нее положение является неустойчивым, а нижнее — устойчивым.

У некоторых систем только одно положение равновесия, в таком случае часто го-
ворят об устойчивости самой системы. Если это единственное положение равновесия
устойчиво, то система будет в него возвращаться из любого начального положения
при отсутствии внешнего воздействия. В противном случае это будет происходить
только из некоторой окрестности положения равновесия.

Есть несколько разных способов рассмотрения устойчивости динамических си-
стем, и в этом задании рассмотрим устойчивость системы по выходу, т. е. о, как
изменяется ее выходная переменная. Исключая специальные случаи, у устойчивых
систем она будет сходиться к постоянному значению.

Ваша задача выбрать системы, у которых положение равновесия y = 0 устойчиво.

Участнику будет предложена случайная выборка из банка вариантов, состоя-
щая из трех моделей систем. Примеры вариантов с указанием ответа ниже.

1. 
ẋ1 = x1 + 2x2

ẋ2 = 3x1 + 4x2

y = x1

2. 
ẋ1 = x1 + x2

ẋ2 = −x1 − 2x2

y = x2



3. 
ẋ1 = −x1 + x2

ẋ2 = −x1 − x2

y = x2

4. 
ẋ1 = x1 + x2

ẋ2 = −x1

y = x1

5. 
ẋ1 = −x1 − x2

ẋ2 = −x1 − 2x2

y = x2

6. 
ẋ1 = −2x1 + x2

ẋ2 = −x1 − 2x2

y = x2

7. 
ẋ1 = 2x1 − x2

ẋ2 = x1 + x2

y = x1

8. 
ẋ1 = x2

ẋ2 = −x1 − x2

y = x1

9. 
ẋ1 = x1 + x2

ẋ2 = x1

y = x2

10. 
ẋ1 = 3x1 + 7x2

ẋ2 = −11x1 + 13x2

y = x2

11. 
ẋ1 = −3x1 + 7x2

ẋ2 = −11x1 − 13x2

y = x2

12. 
ẋ1 = x1 − 2x2

ẋ2 = −2x1 − x2

y = x2

13. 
ẋ1 = −x1 + 2x2

ẋ2 = −2x1 − x2

y = x2



14. 
ẋ1 = −3x1 − 2x2

ẋ2 = 2x1 − x2

y = x1

15.
ẏ = 5y

16.
ẏ = −y + y3

17.
y = y2

18.
ẏ = −y − y3

19.
ẏ = −tgy

20.
ẏ = −y3

21.
ẏ = y3 − y5

22.
ẏ = ey − 1

23.
ẏ = −y − tgy

24.
ẏ = −y2

Решение

1. Простое решение — численными методами решить систему и посмотреть на
то, как меняется выходная переменная при различных начальных условиях из
окрестности нулевого положения равновесия. Если она сходится к нулю, значит
нулевое положение равновесия устойчиво.

2. Если участник знаком с теорией устойчивости, то для линейных систем он мо-
жет проверить один из критериев устойчивости, а для нелинейных — проверить
выполнение условия yẏ < 0 для всех y 6= 0 в окрестности нулевого положения
равновесия.

Ответ: 3, 5, 6, 8, 11, 13, 14, 16, 18, 19, 20, 23.

Задача II.3.4. Стабилизация систем (18 баллов)
Темы: динамическая система, ПИД-регулятор, теория автоматического управле-
ния.



Условие

Рассмотрим двигатель постоянного тока. Если подать на него постоянное напря-
жение u = 5, он разгоняется до постоянной скорости и продолжит вращение с ней
же. Благодаря силе тока, возникающей в электрической цепи после подачи напряже-
ния, двигатель создает электромеханический момент τm = kI, который раскручивает
нагрузку, создающую момент на роторе. Разгону двигателя постоянно препятствует
сила трения τf = kfω.

Динамическая модель описывается следующей системой обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений: 

θ̇ = ω

ω̇ = 1
J

(kI − kfω − τ)

İ = 1
L

(−RI − kω + u)

,

где постоянные параметры двигателя представлены сопротивлением R, индуктивно-
стью L, конструктивной постоянной k, коэффициентом трения kf и моментом инер-
ции J , а переменные величины на двигателе выражены углом θ, угловой скоростью
ω силой тока I, моментом нагрузки τ и управляемым напряжением u.

Разберем принцип работы подробней. Предположим, момент нагрузки τ = 0. На
двигатель (вход) мы подаем напряжение u (например, 5 В). Уравнение для силы
тока:

İ =
1

L
(−RI − kω + u).

Как начинает раскручиваться? Двигатель неподвижен, то есть скорость ω = 0 и
сила тока I = 0 (не всегда, но допустим). Напряжение u = 5, сразу сила тока будет
расти (мы интегрируем напряжение), а вместе с ним и электромеханический момент
τm = kI. Далее подключается уравнение:

ω̇ =
1

J
( kI︸︷︷︸
>0

− kfω︸︷︷︸
0

− τ︸︷︷︸
0

).

Здесь двигатель начинает раскручиваться, поскольку сила трения kfω = 0 (скорость
равна нулю), и момент нагрузки τ = 0. Остается только ненулевой электромехани-
ческий момент, как следствие ускорение и скорость двигателя увеличиваются и он
раскручивается.

После начала работы возможно простых случаях возможно два исхода:

• При малом напряжении электромеханический момент уравновесит нагрузку
kI = τ , и двигатель останется неподвижным под определенным углом.

• Далее при повышении напряжения двигатель раскрутится до постоянной ско-
рости (например ω = 100 рад/c), и сила тока перестанет меняться (будет по-
стоянным), т. е. напряжение будет уравновешиваться в соответствии с выра-
жением −RI − kω + u = 0.

Задачи.

1. Напишите программу, выполняющую интегрирование системы (численный ме-
тод ее решения) с постоянным шагом по времени h. Систему из уравнений мы



уже обсуждали выше, для удобства мы ее продублировали ниже.
θ̇ = ω

ω̇ = 1
J

(kI − kfω − τ)

İ = 1
L

(−RI − kω + u)

Таким образом, вы получите на выходе угол θ, угловую скорость ω и силу
тока I. Не забудьте подать на вход напряжение (например u = 5 В) и момент
нагрузки (например τ = 0 Нм).

2. Реализуйте ПИД-регулятор для стабилизации двигателя в желаемом угле θ?.
Подберите коэффициенты так, чтобы ошибка e = θ?−θ со временем стремилась
к нулю и оставалась в нем при любых начальных условиях θ(t0), ω(t0), I(t0).
Неважно, двигатель движется изначально или стоит. Важно, чтобы он пришел
к желаемому углу.

В качестве ответа округлите коэффициенты KP , KI , KD (см. выходные данные)
и введите в соответствующие поля.

В качестве метода численного решения рекомендуем использовать метод Хойна
(вариант модифицированного метода Эйлера) или Рунге – Кутты 4-го порядка.

Требуется найти коэффициенты KP , KI , KD ПИД регулятора

Формат входных данных

На вход даётся два теста, каждый из которых состоит из 7 чисел:

• параметры двигателя R, L, J , k, kf ; параметры ограничены 0 < R,L, J, k,
kf < 1;

• в следующей строке — постоянный момент нагрузки 1 < τ < 10 (не меняется
от времени);

• в следующей строк — желаемое значение положения двигателя θ?.

Второй тест описывается точно таким же образом.

Рекомендуемый шаг интегрирования h = 0, 00001 с.

Все величины указаны в единицах СИ.

Формат выходных данных

Для каждого теста необходимо написать только коэффициенты KP , KI , KD

ПИД-регулятора.

• Ответ надо ввести в отдельной строке для каждого теста.
• Коэффициенты должны быть написаны через пробел, без других разделяющих

символов.

Значение коэффициентов округлить до шести знаков после запятой.



Примеры

Пример №1

Стандартный ввод
0.500000 0.000100 0.001000 0.300000 0.001000
0.500000

Стандартный вывод
0.500000 0.000100 0.001000

Пример №2

Стандартный ввод
0.500000 0.000100 0.001000 0.300000 0.001000
0.500000

Стандартный вывод
0.500000 0.000100 0.001000

Решение

Коэффициенты регулятора можно попробовать рассчитать, но это требует зна-
ние основ теории управление. С другой стороны, задача может быть решена путем
подбора коэффициентов регулятора эвристическими методами или методом проб и
ошибок. Для этого требуется:

1. реализовать один из методов численного решения ОДУ;
2. подставить начальное условие, все параметры и напряжение в систему;
3. далее в цикле вычислять интеграл методом, реализованным в пункте 1;
4. реализовать ПИД-регулятор для управления углом двигателя;
5. подобрать коэффициенты регулятора;
6. промоделировать систему при разных коэффициентах и начальных условиях.

Задача II.3.5. Поиск кратчайшего пути в графе (4 балла)
Темы: теория графов, обходы в графах, программирование.

Ограничения: TL — 2 с, ML — 256 Мбайт.

Условие

Дан неориентированный граф, состоящий из N (0 < N < 1000) вершин и M
(0 6 M < 1000) рёбер. Представим, что граф расположен в декартовой системе ко-
ординат в двумерном пространстве. Каждая вершина задается координатами (x, y).

Робот Саша хочет найти кратчайший путь в графе из вершины A в вершину B.
Саша умеет двигаться между вершинами только по ребрам, при этом расстояние
между двумя вершинами считается по формуле (если между ними есть ребро):

r =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2,



где (x1, y1) — координаты первой вершины, (x2, y2) — координаты второй вершины.
Будем считать, что ребро между двумя вершинами имеет вес r, то есть вес равен
расстоянию между вершинами. Тогда определим длину пути как сумму весов ребер,
по которым прошёл робот, добираясь из вершины A в B. Помогите Саше найти
минимально возможную длину пути!

Формат входных данных

• В первой строке заданы 4 числа: N , M , A и B, где N , M — количество вершин
и ребер, A и B — номера стартовой и конечной вершин соответственно.

• В следующих N строках описаны координаты каждой из вершин. Вершина
номер i (1 6 i 6 N) описывается двумя числами (xi, yi) — координаты вершины
в декартовой системы координат (|xi|, |yi| < 10000).

• Следующие M строк содержат описания ребер по одному на строке. Ребро
номер i (1 6 i 6 M) описывается двумя числами vi, ei — началом и концом
ребра соответственно (1 6 vi, ei 6 N), где vi — номер первой вершины, ei —
номер второй вершины, между которыми проходит ребро i.

Формат выходных данных

• В первой строке выведите два числа d и k — длину кратчайшего пути (с точно-
стью не менее 6-ти знаков после запятой) и количество вершин в кратчайшем
пути, соответственно.

• В следующей строке выведите описание пути — номера вершин, по которым
пройдет робот, вершины должны быть записаны в порядке обхода.

• Если пути не существует — выведите «−1» (без кавычек).

Примеры

Пример №1

Стандартный ввод
4 4 1 3
0 0
1 0
2 1
2 4
1 2
2 3
2 4
3 4

Стандартный вывод
2.414213562373095 3
1 2 3



Пример №2

Стандартный ввод
5 5 1 5
0 0
0 1
1 2
-1 2
0 3
1 2
2 3
2 4
3 5
4 5

Стандартный вывод
3.82842712474619 4
1 2 3 5

Пример №3

Стандартный ввод
3 1 1 3
0 0
1 1
2 2
1 2

Стандартный вывод
-1

Пример №4

Стандартный ввод
1 0 1 1
0 0

Стандартный вывод
0 1
1

Решение

1. Реализовать алгоритм Дейкстры для поиска пути.
2. Записать на выход консоли вершины графа.

Задача II.3.6. Поиск пути между точками по карте для од-
ного робота (6 баллов)

Темы: теория графов, обходы в графах, методы планирования траектории, програм-
мирование.

Ограничения: TL — 2 с, ML — 256 Мбайт.



Условие

Задана двоичная карта занятости (Binary Occupancy Map) в виде двумерного
массива размером N ×M (1 6 N,M 6 100). Каждая клетка задается парой чисел —
i, j, где i (1 6 i 6 N) — номер строки, j (1 6 j 6 M) — номер столбца. В каждой
клетке лежит значений Aij, где Aij = 1 означает, что в клетке ij лежит объект, а
Aij = 0 означает, что объекта в клетке нет и там пусто.

Робот Саша хочет добраться из клетки S с координатами (xs, ys) в клетку F с
координатами (xf , yf ). Саша занимает собой одну клетку, а двигаться может только
в соседние клетки (соседние по ребрам клетки, а не по диагонали), причем робот не
может вставать на клетку, которая занята другим объектом. Помогите найти Саше
путь из точки S в точку F .

Формат входных данных

• В первой строке заданы два числа: N и M .
• Далее идут 4 числа: xs, ys, xf , yf — координаты точек S и F соответственно.
• Далее задана карта в виде двумерного массива размером N×M в виде таблицы

из N строк и M столбцов, состоящий из 0 и 1.

Формат выходных данных

• В первой строке выведите одно число k — количество клеток в пути.
• В следующих k строках выведите координаты вершин (i, j) в пути в поряд-

ке обхода, по одной вершине в строке (начальная и конечная вершины тоже
считаются).

• Заметьте, от вас не требуется найти минимальный путь — достаточно найти
любой путь.

• В случае, если построить путь без пересечения препятствия нельзя, вывести
«−1» (без кавычек).

Примеры

Пример №1

Стандартный ввод
2 4
2 1 1 4
0 0 0 0
0 1 1 1

Стандартный вывод
5
2 1
1 1
1 2
1 3
1 4



Пример №2

Стандартный ввод
4 4
4 1 1 4
1 0 1 0
0 1 0 0
0 1 0 1
0 0 0 0

Стандартный вывод
7
4 1
4 2
4 3
3 3
2 3
2 4
1 4

Пример №3

Стандартный ввод
3 3
3 1 1 3
0 1 0
0 1 0
0 1 0

Стандартный вывод
-1

Решение

Один из способов решения основан на алгоритме PRM:

1. случайным образом сгенерировать вершины графа;
2. провести ребра так, чтобы они не пересекали препятствие;
3. алгоритмом Дейкстры найти путь между вершинами;
4. проверить путь на пересечения с препятствием;
5. если пересечение возникает — добавить больше точек в месте столкновения и

повторить пункты 3 и 4.

Задача II.3.7. Поиск пути между точками по карте для двух
роботов (10 баллов)

Темы: теория графов, обходы в графах, методы планирования траектории, много-
агентная система, программирование.

Условие

Задана Binary Occupancy Map в виде двумерного массива размером N × M
(1 6 N,M 6 100). Каждая клетка задается парой чисел — i, j, где i (1 6 i 6 N) —



номер строки, j (1 6 j 6M) — номер столбца. В каждой клетке лежит значений Aij,
где Aij = 1 означает, что в клетке ij лежит объект, а Aij = 0 означает, что объекта
в клетке нет и там пусто.

Робот Саша очень любит ездить по своему полю, но недавно на его поле пришел
робот Федя. Теперь Саша не может ездить по своему полю так, как ему захочется,
ведь если он столкнется с Федей — ничего хорошего не выйдет. Саша, как обычно, хо-
чет добраться из клетки S с координатами (xs, ys) в клетку F , с координатами (xf , yf ).
А Федя желает добраться из клетки A с координатами (xa, ya) в клетку B с коорди-
натами (xb, yb). Каждый из роботов занимает собой одну клетку, а двигаться может
только в соседние клетки (соседние по ребрам клетки, а не по диагонали), причем
робот не может вставать на клетку, занятую другим объектом или роботом. Будем
считать, что роботы двигаются по итерациям. За одну итерацию каждый из робо-
тов может сделать одно из доступных действий: остаться на текущей клетке или же
переместиться в соседнюю. Роботы выполняют действия одновременно. Считается,
что роботы столкнулись, если после выполнения очередной итерации они оказались
в одной клетке или если они поменялись клетками (сквозной проход между робо-
тами не возможен). Если такой путь не существует — вывести «−1» (без кавычек).
Помогите роботам дойти до желаемых точек, не столкнувшись друг с другом!

Формат входных данных

• В первой строке заданы два числа: N , M .
• Далее идут 4 числа: xs, ys, xf , yf — координаты точек S и F соответственно.
• Затем идут еще 4 числа: xa, ya, xb, yb — координаты точек A и B соответственно.
• Далее задана карта в виде двумерного массива размера NxM в виде таблицы

из N строк и M столбцов, состоящий из 0 и 1.

Формат выходных данных

• В первой строке выведите одно число k — количество клеток в пути Саши.
• В следующих k строках выведите координаты вершин (i, j) в пути, в поряд-

ке обхода, по одной вершине в строке (начальная и конечная вершины тоже
считаются).

• В следующей строке выведите одно число d — количество клеток в пути Феди.
• В следующих d строках выведите координаты вершин (i, j) в пути, в поряд-

ке обхода, по одной вершине в строке (начальная и конечная вершины тоже
считаются).

Если пути не существует — выведите «−1» (без кавычек).



Примеры

Пример №1

Стандартный ввод
3 3
3 1 1 3
1 1 3 3
0 0 0
0 0 0
0 0 0

Стандартный вывод
5
3 1
2 1
2 2
2 3
1 3
6
1 1
1 2
1 2
2 2
2 3
1 3

Пример №2

Стандартный ввод
5 5
5 1 1 5
5 2 3 3
0 0 0 0 0
0 1 0 1 0
0 1 0 1 0
1 1 0 1 1
0 0 0 0 0

Стандартный вывод
9
5 1
5 2
5 3
4 3
3 3
2 3
1 3
1 4
1 5
6
5 2
5 3
5 4
5 3
4 3
3 3



Пример №3

Стандартный ввод
1 5
1 1 1 5
1 5 1 1
0 0 0 0 0

Стандартный вывод
-1

Пояснения к примеру

В первом примере у Феди на одну клетку больше в пути, так как из клетки (1, 2)
он не может пойти в клетку (2, 2) сразу, поскольку она занята Сашей. Для этого он
ждет одну итерацию, а затем перемещается в клетку (2, 2).

Во втором примере Феде необходимо сначала пропустить Сашу, а только потом
занять точку (3, 3), потому что иначе он перекроет собой единственный возможный
для Саши путь.

Решение

Простейшим способом решения задачи является ее сведение к предыдущей. В
этом случае управление осуществляется сначала первым роботом, потом вторым.
Отдельно обрабатываются случаи, когда для прохождения пути первым роботом
второй должен освободить проход.

Задача II.3.8. Поиск и анализ линий на изображении (18 бал-
лов)

Темы: компьютерное зрение, аппроксимация, геометрия, программирование.

Условие

Даны изображения с черными линиями постоянной ширины на белом фоне. При-
мер прямой и кривой линии представлены на изображениях.

Рис. II.3.1. Прямая линия Рис. II.3.2. Кривая линия



На картинке может быть изображено несколько линий с отвлекающими факто-
рами. Такие факторы всегда цветные, могут быть отличные оттенки серого цвета.
Линии также могут быть замкнутыми (окружность, восьмерка) и т. д.

Рис. II.3.3. Несколько линий на белом
фоне

Рис. II.3.4. Несколько линий с отвлекаю-
щими факторами

Задание. Для каждой отдельной линии на изображении определите точки, ле-
жащие в центре линии. Для каждой точки нужно рассчитайте угол касательной θ(
tgθ = dy

dx

)
в рад, для этого используйте функцию atan2(x, y). Между точками долж-

но быть расстояние примерно равное заданной дельте (в пк). Также вам нужно будет
посчитать длину кривой и ширину (она постоянная на протяжении всей кривой). Для
удобства из входных данных вам будет известна точка на краю линии.

Рис. II.3.5. Пример определения точек в
центре

Рис. II.3.6. Пример касательной к одной
из точек и угла

В случае библиотеки NumPy предоставляется функция arctan2(y, x). Обращаем
внимание, что порядок и аргументы зависят от библиотеки, все параметры обычно
описываются в документации к ней.

В данной задаче мы рекомендуем использовать исключительно python. Для эко-
номии памяти мы выполнили сериализацию изображения и преобразовали в строку.
Пример сериализации в python.

import cv2
import base64



import numpy as np

buffer = base64.b64decode(imageString)
array = np.frombuffer(buffer, dtype=np.uint8)
img = cv2.imdecode(array, flags=1)

Пример десериализации. Здесь мы обратно преобразуем изображение из строки.

import cv2
import base64
import numpy as np

buffer = base64.b64decode(imageString)
array = np.frombuffer(buffer, dtype=np.uint8)
img = cv2.imdecode(array, flags=1)

Формат входных данных

• В первой строке заданы три числа: ∆ (максимальное допустимое расстояние
между точками на линии в пикселях), N иM — ширина и высота изображения
в пк.

• Во второй строке передается преобразованное к строке изображение (мы вы-
полнили сериализацию).

• На новой строке поступает число n — количество линий на изображении 0 6
n 6 3.

• Далее следуют n строк с координатами x, y края линии (используйте это зна-
чение как начальное для поиска следующей точки на кривой).

Значения элементов массива изображения лежат в диапазоне от 0 до 255 и имеют
тип uint8. Обратите внимание, что каждая ячейка изображения в OpenCV хранит
три числа: B, G, R. Соответственно img[0, 0] = [B, G, R].

В качестве положительного направления осей используйте направление осей
OpenCV (ось x смотрит вправо, ось y вниз), положительный угол отсчитывается
по часовой стрелке.

Формат выходных данных

• В первой строке задается количество линий на изображении n.
• n строк со значениями l и h (длина и ширина линии) для каждой линии в своей

строке, значения разделенные пробелом. Значение округлите до шести знаков
после запятой.

• Далее в строке количество точек на первой линии.
• Далее ожидаются упорядоченные координаты x, y и угол касательной в них
−π < θ < π, разделенные пробелом. Координаты точек представляют собой
целые числа, угол округлите до шести знаков после запятой.

• Если количество линий больше одной, то ожидается информация о количестве
точек и так далее по аналогии с предыдущими двумя пунктами.

Очень важно, чтобы в выходных данных предоставлялись упорядоченные зна-
чения координат, то есть расстояние между соседними точками должно быть



примерно равно. Первая точка из массива должна быть начальной точкой из
входных данных.

Для повышения точности определения ориентации θ рекомендуем уменьшить
шаг ∆ = ∆/2 и меньше. Далее в ответ отправляйте, например, через 4 точки, чтобы
расстояние между точками было ∆. Важно требование — выдержать расстояние ∆
между точками.

Примеры

Пример №1

Стандартный ввод
2 4 4
255 0 0 255
255 0 0 255
255 0 0 255
255 0 0 255
255 0 0 255
255 0 0 255
255 0 0 255
255 0 0 255
255 0 0 255
255 0 0 255
255 0 0 255
255 0 0 255
1
0 1

Стандартный вывод
4.000 2.000
4
0 1 1.570
1 1 1.570
2 2 1.570
3 1 1.570

Пример №2

Стандартный ввод
15 258 258
255 255 255 255 ...
255 255 255 255 ...
255 255 255 255 ...
255 255 0 0 ...
...
1
23 58

Стандартный вывод
113.520 10.230
25
23 58 0.300
28 60 0.500
30 64 0.600
...



Тесты

Тесты ограничиваются замкнутыми линиями, прямыми и кривыми. Возможно
сочетание на одном изображении вместе с зашумлениями. Возможно и такое, что
линии нет на изображении.

Задача II.3.9. Определение положения роботов на изображе-
нии (12 баллов)

Темы: компьютерное зрение, система позиционирования, мобильная робототехника,
программирование.

Условие

Рассмотрим мобильного робота с дифференциальной платформой. У него есть два
колеса (левое и правое), соединенные с мотором. У робота есть передняя и задняя
часть (ось y направлена на переднюю часть), его корпус имеет форму квадрата.

Представим, что таких роботов много, они двигаются по полю, они не могут пе-
ресекаться, имеют разные координаты (x, y) центра робота и разную ориентацию
θ.

Задание. По изображению определите количество роботов N , координаты (x,
y) центра и ориентацию θ каждого. Размеры роботов (в пк) на всех изображениях



одинаковые. На изображении от 0 до 50 роботов. На всех изображениях все роботы
видны целиком, и не пересекаются.

В данной задаче мы рекомендуем использовать исключительно python. Для эко-
номии памяти мы выполнили сериализацию изображения и преобразовали в строку.
Пример сериализации в python.

import cv2
import base64
import numpy as np

buffer = base64.b64decode(imageString)
array = np.frombuffer(buffer, dtype=np.uint8)
img = cv2.imdecode(array, flags=1)

Пример десериализации. Здесь мы обратно преобразуем изображение из строки.

import cv2
import base64
import numpy as np

buffer = base64.b64decode(imageString)
array = np.frombuffer(buffer, dtype=np.uint8)
img = cv2.imdecode(array, flags=1)

Формат входных данных

• В первой строке заданы два числа C и M — ширина и высота изображения,
800 < N < 2000, 800 < N < 2000.

• Во второй строке передаются преобразованное к строке изображение (мы вы-
полнили сериализацию).

Значения элементов массива изображения лежат в диапазоне от 0 до 255 и имеют
тип uint8. Обратите внимание, что каждая ячейка изображения в OpenCV хранит
три числа: B, G, R. Соответственно img[0, 0] = [B, G, R].

В качестве положительного направления осей используйте направление осей
OpenCV (ось x смотрит вправо, ось y вниз), положительный угол отсчитывается
по часовой стрелке.

Формат выходных данных

• В первой строке поступает количество роботов 0 6 n 6 50 на изображении,
если ни одного робота, удовлетворяющих эталону нет на картинке, вывести
«0» (без кавычек).

• Далее в отдельных строках поступают (только при условии, что роботов не
ноль) координаты центра каждого робота и ориентация, разделенные пробе-
лом (для поиска угла используйте функцию atan2(x, y)). Координаты центра
должны быть целыми числами, а ориентация округлена до трех знаков после
запятой.



Примеры

Пример №1

Стандартный ввод
2048 2048
255 255 255 255 ...
255 255 255 255 ...
255 255 255 255 ...
255 255 120 80 ...
...

Стандартный вывод
4
104 348 1.570
358 1500 0.230
1024 232 2.300
1023 1023 3.200

Пример №2

Стандартный ввод
2048 2048
255 255 255 255 ...
255 255 255 255 ...
255 255 255 255 ...
255 255 120 80 ...
...

Стандартный вывод
4
104 348 1.570
358 1500 0.230
1024 232 2.300
1023 1023 3.200

Решение

1. Найти центр масс роботов по цвету.
2. Определить центр квадрата с помощью поиска контуров canny.
3. Найти по цвету заднюю часть робота, это — центр масс по цвету.
4. Определить ориентацию по двум точкам.

Задача II.3.10. Классификация систем по переходному процес-
су (4 балла)

Темы: теория автоматического управления, динамические системы, фильтрация
данных, аппроксимация, классификация, программирование.

Условие

Иногда динамические системы классифицируют по тому, как они реагируют на
внешние воздействия, например, на единичную ступенчатую функцию, которую на-



зывают функцией Хевисайда:

1(t) =

{
0, t < 0,

1, t > 0.

Реакция системы на такое входное воздействие при нулевых начальных условиях
называется переходной характеристикой, или переходной функцией, и обозначается
h(t).

Рассмотрим переходные характеристики некоторых простейших моделей систем.

1. Апериодическое звено: h(t) = k(1 − e−t/T )1(t), где k и T — постоянные пара-
метры.

2. Колебательное звено: h(t) = k
(
1− e−γt

(
cos(λt) + γ

λ
sin(λt)

))
1(t), где k, γ и λ —

постоянные параметры.
3. Консервативное звено: h(t) = k(1 − cos t

T
)1(t), где k и T — постоянные пара-

метры.
4. Интегрирующее звено: h(t) = kt · 1(t), где k — постоянный параметр.
5. Интегрирующее звено с замедлением: h(t) = k(t−T (1− e−t/T ))1(t), где k и T —

постоянные параметры.
6. Дифференцирующее звено с замедлением: h(t) = k

T
e−t/T1(t), где k и T — по-

стоянные параметры.

Одним из способов понять, какая математическая модель лучше подходит для
описания системы, является анализ их переходных характеристик, т. е. на систему
подают единичное ступенчатое воздействие, снимают данные, после чего сравнивают
вид экспериментально полученной переходной характеристики с характеристиками
различных моделей, например, приведенными выше. Некоторую сложность при этом
представляет то, что снятые экспериментально данные обычно зашумлены.

В этом задании вам требуется написать программу, которая по эксперименталь-
ным данным определит модель исследуемой системы. Экспериментальные данные
зашумленных высокочастотной гармонической помехой с частотой не менее 50 Гц и
амплитудой не более 0, 1. Выходом программы должно быть целое число от 1 до 6, со-
ответствующее номеру модели из списка выше, подходящее под экспериментальные
данные.

Гарантируется, что:

• значение параметра k не менее 1 и не более 100;
• параметр T (при наличии) не более 10 и не менее 1;
• параметр q (при наличии) не более 1 и не менее 0, 1;
• параметр γ (при наличии) не более 1 и не менее 0, 001;
• параметр λ (при наличии) не более 1 и не менее 0, 1;
• система точно соответствует одной из моделей из списка выше;
• в данных содержится весь переходной процесс, а именно, при наличии экспо-

ненты в функции h(t) её значение к концу первой половины эксперимента не
более 0, 05;

• для модели, у которой есть периодическая функция в h(t), измерения снима-
лись в течении времени не менее двух периодов.



Формат входных данных

• В первой строке задано число элементов массива измеренийN , 100 < N < 5000.
• Во третьей строке выводятся элементы массива измерений h(t) через равные

промежутки времени начиная с 0 с с точностью до шестого разряда и без ис-
пользования экспоненциальной записи.

Формат выходных данных

Целое число от 1 до 6.

Примеры

Пример №1

Стандартный ввод
101
-0.099929 5.423274 7.627254 8.356834 8.833733 9.043949 8.935545 9.036643
9.150689 8.991124 9.024849 9.162360 9.016544 9.001496 9.160253 9.043222
8.982018 9.150059 9.071296 8.968869 9.132956 9.098699 8.963149 9.110319
9.123277 8.965313 9.083939 9.143087 8.975190 9.055900 9.156566 8.992002
9.028418 9.162647 9.014418 9.003663 9.160851 9.040669 8.983593 9.151319
9.068679 8.969792 9.134805 9.096237 8.963351 9.112613 9.121164 8.964779
9.086497 9.141491 8.973963 9.058519 9.155612 8.990177 9.030892 9.162411
9.012141 9.005796 9.161352 9.038119 8.985216 9.152517 9.066058 8.970778
9.136605 9.093752 8.963621 9.114873 9.119011 8.964312 9.089038 9.139840
8.972796 9.061142 9.154594 8.988403 9.033388 9.162106 9.009899 9.007969
9.161784 9.035586 8.986894 9.153652 9.063435 8.971827 9.138354 9.091245
8.963960 9.117097 9.116819 8.963914 9.091562 9.138136 8.971692 9.063765
9.153513 8.986680 9.035904 9.161733 9.007693

Стандартный вывод
1

Пример №2

Стандартный ввод
102
-0.026123 1.268280 3.953511 6.256464 6.118134 4.013446 1.114500 0.082182
1.188937 4.142787 6.131257 6.252401 3.791715 1.248072 -0.097854 1.418144
4.008130 6.341474 6.040318 3.921230 1.028357 0.075914 1.299465 4.213813
6.221447 6.142419 3.753063 1.086382 -0.003434 1.409780 4.218595 6.271445
6.104280 3.691380 1.072240 -0.043634 1.517318 4.191444 6.386903 5.965022
3.762911 0.893660 0.112262 1.401988 4.413406 6.228520 6.118867 3.522392
1.042648 -0.069650 1.634366 4.282763 6.423228 5.919779 3.628673 0.854025
0.075673 1.556041 4.444820 6.345087 5.968199 3.512709 0.859931 0.058231
1.610078 4.507733 6.330842 5.985755 3.391804 0.906302 -0.032622 1.772700
4.429428 6.487964 5.800618 3.500498 0.698233 0.155537 1.637401 4.666475
6.314230 5.955738 3.260444 0.843860 -0.009245 1.853765 4.557964 6.475375
5.787052 3.327578 0.701839 0.093552 1.828153 4.664809 6.448645 5.774031
3.270424 0.651480 0.140520 1.824898 4.784289 6.373121

Стандартный вывод
3



Решение

Одним из вариантов решения является поиск наилучшей аппроксимации нелиней-
ными функциями, соответствующими переходным характеристикам. Однако участ-
ники могут быть незнакомы с нелинейной аппроксимаций, поэтому может быть ис-
пользовано более простое решение, например, следующее.

1. Опционально: отфильтровать данные от высокочастотной помехи с помощью
низкочастотного фильтра в обе стороны (и с начала, и с конца), настроенного
на минимальную частоты помехи.

2. Проверить, подходит ли прямая для аппроксимации данных. Так как известна
максимальная амплитуда помехи и максимальное значение экспоненциальной
составляющей во второй половине измерений с учетом условий задачи, это
можно сделать.

3. Если не подходит, то вывести число 3.
4. Если прямая, то:

4.1. при значении углового коэффициент близком к нулю:
4.1.1. при значении коэффициента смещения близком к нулю вывести

число 6;
4.1.2. иначе проанализировать первую половину переходного процесса:

A. если измеренные значения не превышают коэффициент сме-
щения более, чем на 0,1, то вывести 1;

B. иначе 2.
4.1.3. иначе:

A. при значении коэффициента смещения близком к нулю выве-
сти число 4;

B. иначе 5.
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