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Ðåøåíèÿ çàäà÷ äëÿ 11 êëàññà

11.1. (7 áàëëîâ) Èãðóøêà éî-éî ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ðàçíîâèäíîñòåé
ìàÿòíèêîâ. Îíà ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ äâà îäèíàêîâûõ ìàõîâèêà ðàäèóñà R =
3 ñì, öåíòðû êîòîðûõ æåñòêî ñîåäèíåíû ñ êîíöàìè ëåãêîãî ñòåðæíÿ ðàäèóñà
r = 1 ìì, ïðè÷åì îñè ìàõîâèêîâ ñîâïàäàþò ñ îñüþ ñòåðæíÿ. Ê ñåðåäèíå
ñòåðæíÿ ïðèêðåïëÿåòñÿ è íàìàòûâàåòñÿ íèòü äëèíû L = 1 ì, ñâîáîäíûé
êîíåö íèòè ôèêñèðóåòñÿ. Åñëè îòïóñòèòü èãðóøêó, òî îíà ïðèä¼ò â äâèæåíèå
è áóäåò ðàçìàòûâàòü íèòü, à ïðè äîñòèæåíèè íèæíåé òî÷êè òðàåêòîðèè,
ïðîäîëæàÿ âðàùåíèå ïî èíåðöèè, íà÷í¼ò íàìàòûâàòü åå îáðàòíî, ñîâåðøàÿ
êîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå.

[1] Îïðåäåëèòü ñèëó íàòÿæåíèÿ íèòè â íèæíåé òî÷êå òðàåêòîðèè éî-éî, åñëè èçíà÷àëüíî íèòü
áûëà ïîëíîñòüþ ñìîòàíà, à èãðóøêó îòïóñòèëè áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè.

Çàìå÷àíèå. Ïðè ðåøåíèè ñ÷èòàòü, ÷òî ìàõîâèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèëèíäð, à âñÿ åãî ìàññà
m = 50 ã ñîñðåäîòî÷åíà íà îáîäå. Óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ïðèíÿòü ðàâíûì g = 10ì/ñ2

(À.À. ×åðåíêîâ)
Îòâåò: 3 Í.
Ðåøåíèå.

1) Ïðè ðåøåíèè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî r ≪ R ≪ L. Íà ðèñ. 1 èçîáðàæ¼í ìàÿòíèê ïåðåä è ïðè
ïðîõîæäåíèè íèæíåé òî÷êè ñâîåé òðàåêòîðèè. Â ñèëó óñëîâèÿ r ≪ L ìîæíî ïðåíåáðå÷ü îòêëî-
íåíèåì íèòè îò âåðòèêàëè è èçìåíåíèåì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàÿòíèêà ìåæäó óêàçàííûìè
ñîñòîÿíèÿìè, òî åñòü äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îñü O ìàÿòíèêà äâèæåòñÿ ñ íåêîòîðîé ïîñòîÿí-
íîé ïî ìîäóëþ ñêîðîñòüþ v ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñîì r ñ öåíòðîì â òî÷êå B.
2) Ïóñòü ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ìàÿòíèêà, u � ïîñòîÿííàÿ ñêîðîñòü òî÷åê îáîäà
ìàõîâèêà îòíîñèòåëüíî åãî îñè, òîãäà èç óðàâíåíèÿ êèíåìàòè÷åñêîé ñâÿçè

v

r
= ω =

u

R
íàõîäèì

v = u · r
R
. (1)

Èç óñëîâèÿ r ≪ R ñëåäóåò, ÷òî v ≪ u, ïîýòîìó ìîæíî ïðåíåáðå÷ü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé
ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ ìàÿòíèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé âðà-
ùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ìàõîâèêà îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ è çàïèñàòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè
â âèäå

2mgL =
mu2

2
+

mu2

2
,

ãäå ó÷òåíî, ÷òî ìîìåíò èíåðöèè ìàõîâèêà âû÷èñëÿåòñÿ êàê mR2

2
. Òàêèì îáðàçîì,



u2 = 2gL. (2)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (1) è (2) ñîâìåñòíî, âûðàæàåì

v2 = 2gL · r
2

R2
.

Ñîãëàñíî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà â ïðîåêöèè íà âåðòèêàëüíóþ îñü ïðè ïðîõîæäåíèè ìàÿòíè-
êîì íèæíåé òî÷êè îêðóæíîñòè èìååì

2m · v
2

r
= F − 2mg,

îòêóäà ñ ó÷¼òîì âûðàæåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè íàõîäèì èñêîìóþ ñèëó:

F = 2mg

(
1 +

2rL

R2

)
≈ 3 H.

11.2. (7 áàëëîâ) Äåòñêèé ëàãåðü íàõîäèòñÿ íåäàëåêî îò êðóãëîãî êàðüåðà øèðèíîé L
= 30,0ì, çàïîëíåííîãî ðîäíèêîâîé âîäîé ãëóáèíîé h = 1,5ì. Íà îäíîì èç áåðåãîâ êàðüåðà
íàõîäèòñÿ îáðûâ âûñîòîé H = 10,0 ì.

[2] Êàêîé ãëóáèíû áóäåò êàçàòüñÿ ñåðåäèíà êàðüåðà, åñëè âñòàòü íà ñàìûé êðàé îáðûâà?

Çàìå÷àíèå. Ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ âîäû n = 4/3. (À.À. ×åðåíêîâ)
Îòâåò: 0,40 ì.
Ðåøåíèå.

1) ×åëîâåê, íàõîäÿùèéñÿ â òî÷êå A (cì.ðèñóíîê), îöåíèâàåò ãëóáèíó âîäî¼ìà ïî äâóì áëèçêèì
ëó÷àì, èäóùèì èç òî÷åê B è C. Åìó êàæåòñÿ, ÷òî ëó÷è èñõîäÿò íå èç òî÷êè S, à èç òî÷êè
S1, ïîýòîìó âèäèìàÿ ãëóáèíà âîäî¼ìà h1. Èçìåíåíèå íàïðàâëåíèé ëó÷åé íà ïîâåðõíîñòè âîäû
ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó Ñíåëëèóñà:

sinα

sin β
= n,

sinα′

sin β′ = n,

ãäå n � ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ âîäû, à óãëû α,β,α′,β′ ïîêàçàíû íà ðèñóíêå.
2) Ïóñòü ∆ � äëèíà îòðåçêà BC. Òîãäà èç ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ïîêàçàííûõ íà ðè-
ñóíêå, ñëåäóåò, ÷òî

∆ = h(tgβ − tgβ′) = h1(tgα− tgα′).

Óãëû α è α′, β è β′ ìàëî îòëè÷àþòñÿ, ïîýòîìó, åñëè α− α′ = ∆α è β − β′ = ∆β, òî

tgβ − tgβ′ ≈ ∆β

cos2 β
, tgα− tgα′ ≈ ∆α

cos2 α
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ â ôîðìóëó äëÿ ∆, íàõîäèì:



h1 = h
cos2 α

cos2 β

∆β

∆α
.

Çàïèøåì çàêîí Ñíåëëèóñà äëÿ ìàëûõ ïðèðàùåíèé óãëîâ:

cosα∆α = n cos β∆β,

îòêóäà

h1 =
h

n

cos3 α

cos3 β
=

h

n

cos3 α(
1− sin2 α

n2

)3/2 .
3)Äëÿ óãëà α èç ðèñóíêà íàõîäèì:

sinα =
x−OB√

(x−OB)2 +H2
≈ x√

x2 +H2
,

òàê êàê OB ≪ x ïðè ìàëûõ h. Îñòàëîñü ïîäñòàâèòü ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ sinα â ôîðìóëó
è ïðîèçâåñòè àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

h1 =
n2hH3

((n2 − 1)x2 + n2H2)3/2
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïî óñëîâèþ çàäà÷è x = L/2, ïðèõîäèì ê îêîí÷àòåëüíîìó îòâåòó:

h1 ≈ 0,40ì

11.3. (6 áàëëîâ) Â ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêå èñïîëüçóåòñÿ äëèííàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ
öèëèíäðè÷åñêàÿ òðóáêà ïëîùàäüþ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ S = 100ñì2, âíóòðè êîòîðîé íàõîäÿòñÿ
äâà ïîðøíÿ ìàññàìè M1 = 2 êã è M2 = 3 êã, êîòîðûå ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ âäîëü îñè òðóáêè
ïðàêòè÷åñêè áåç òðåíèÿ. Ìåæäó ïîðøíÿìè çàêëþ÷¼í îäèí ìîëü êèñëîðîäà O2, êîòîðûé ìîæíî
ñ÷èòàòü èäåàëüíûì ãàçîì. Óñòàíîâêà ïîìåùåíà â êàìåðó, ãäå ïîääåðæèâàåòñÿ âíåøíåå äàâëåíèå
â ïîë-àòìîñôåðû p0 = 0,5 pàòì. Ê ïîðøíÿì ñíàðóæè ïðèêëàäûâàþò ïîñòîÿííûå ñèëû F1 = 600 Í
è F2 = 500 Í, íàïðàâëåííûå âäîëü îñè òðóáêè íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó. Ãàç íàõîäèòñÿ â òåïëîâîì
êîíòàêòå ñ òåðìîñòàòîì, ïîýòîìó åãî òåìïåðàòóðà âñ¼ âðåìÿ îñòà¼òñÿ ïîñòîÿííîé è ðàâíîé
T = 300Ê.
[3] Îïðåäåëèòå óñòàíîâèâøååñÿ ðàñcòîÿíèå ìåæäó ïîðøíÿìè, ïîñëå òîãî êàê ê íèì ïðèëî-

æèëè ñèëû.

Çàìå÷àíèå. Ïðè ðåøåíèè ïðèíÿòü àòìîñôåðíîå äàâëåíèå ðàâíûì pàòì = 1 ∗ 105Ïà.
(À.À. ×åðåíêîâ)

Îòâåò: 2 ì.
Ðåøåíèå.
Â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå ñèñòåìà áóäåò äâèãàòüñÿ ñ óñêîðåíèåì, îïðåäåëÿåìûì èç ñîîòíîøå-
íèÿ

(M1 +M2 +m) a = F1 − F2.

ãäå m - ìàññà êèñëîðîäà. Ïîñêîëüêó ìàññà ãàçà ìíîãî ìåíüøå ìàññû ïîðøíåé, òî ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî

a =
F1 − F2

M1 +M2

,

à äàâëåíèå p ãàçà âñþäó ïîñòîÿííî è îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

M1a = −pS + p0S + F1.



Îòñþäà

p =
M2F1 +M1F2

(M1 +M2)S
+ p0 =

M2F1 +M1F2 + p0S (M1 +M2)

(M1 +M2)S
.

Îáú¼ì ãàçà ðàâåí

V =
νRT

p
=

νRTS (M1 +M2)

M2F1 +M1F2 + p0S (M1 +M2)
,

ãäå ν = 1 ìîëü, è óñòàíîâèâøååñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó ïîðøíÿìè ðàâíî

x =
V

S
=

νRT (M1 +M2)

M2F1 +M1F2 + p0S (M1 +M2)
≈ 2 ì.

11.4. (8 áàëëîâ) Â ìóçåå ðåäêóþ ðóêîïèñü ðåøèëè çàùèòèòü îò ÿðêîãî îñâåùåíèÿ. Äëÿ
ýòîãî ïåðåä âèòðèíîé óñòàíîâèëè ïÿòü îäèíàêîâûõ òîíêèõ ñòåêëÿííûõ çàùèòíûõ ýêðàíîâ, ðàñ-
ïîëîæèâ èõ ïàðàëëåëüíî äðóã äðóãó. Ñâåò îò ëàìï ïàäàåò ïðàêòè÷åñêè ïåðïåíäèêóëÿðíî ïî-
âåðõíîñòè ñò¼êîë. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ îäíîé òàêîé ñòåêëÿííîé ïëàñòèíêè ïðè íîðìàëüíîì ïà-
äåíèè ñâåòà 8% ýíåðãèè îòðàæàåòñÿ, à 92% ïðîõîäèò ÷åðåç ïëàñòèíêó, òî åñòü êîýôôèöèåíòû
îòðàæåíèÿ è ïðîïóñêàíèÿ ðàâíû R = 0,08 è T = 0,92.

[4] Íàéäèòå êîýôôèöèåíò ïðîïóñêàíèÿ ïîëó÷èâøåéñÿ çàùèòíîé óñòàíîâêè.

(À.À. ×åðåíêîâ)
Îòâåò: 0,70.
Ðåøåíèå.
Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü, âîçíèêàþùàÿ ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è, ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ñâåò ìíîãî-
êðàòíî îòðàæàåòñÿ îò ïîâåðõíîñòåé ïëàñòèíîê âíóòðè ñòîïêè. Ïîýòîìó äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè
îòâåò, íóæíî ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó, ïîêàçûâàþùóþ, êàê èçìåíÿåòñÿ êîýôôèöèåíò
ïðîïóñêàíèÿ ñòîïêè èç n ïëàñòèíîê ïðè äîáàâëåíèè ê íåé åù¼ îäíîé ïëàñòèíêè.

Ðèñóíîê. Ñòîïêà èç ñòåêëÿííûõ ïëàñòèí.
Ïóñòü ñòîïêà èç n ïëàñòèíîê èìååò êîýôôèöèåíò ïðîïóñêàíèÿ Tn. Äîáàâèì ê íåé åù¼ îäíó ïëà-
ñòèíêó, ïîëó÷èâ, òàêèì îáðàçîì, ¾ñîñòàâíóþ¿ ñòîïêó èç n+1 ïëàñòèíêè. Ïóñòü íà ïîëó÷åííóþ
ñòîïêó ïàäàåò âîëíà ñ èíòåíñèâíîñòüþ a. Îáîçíà÷èì èíòåíñèâíîñòè âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõ-
ñÿ ñíàðóæè è âíóòðè íàøåé ¾ñîñòàâíîé¿ ñòîïêè, òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
Rn = 1− Tn, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

a2 = Ta1,

b1 = (1− T )a1,

a1 = Tna+ (1− Tn) b1,

b2 = (1− Tn) a+ Tnb1.

Ðåøàÿ å¼, íàéä¼ì:



a

a2
=

1

Tn+1

=
1

Tn

+
1− T

T
.

Ýòî è åñòü èñêîìàÿ ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà. Èç íå¼ ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíóþ çàâèñèìîñòü êî-
ýôôèöèåíòà ïðîïóñêàíèÿ Tn îò ÷èñëà ïëàñòèíîê n â ñòîïêå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïëàñòèíîê â
ñòîïêå âñåãî äâå (n+ 1 = 2), òî

1

T2

=
1

T
+

1− T

T
.

Äàëåå, ïðè n+ 1 = 3:

1

T3

=
1

T2

+
1− T

T
=

1

T
+ 2

1− T

T
.

Ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè, äëÿ ñòîïêè èç n ïëàñòèíîê ïîëó÷èì:

1

Tn

=
1

T
+ (n− 1)

1− T

T
=

T + n(1− T )

T
,

îòêóäà

Tn =
T

T + n(1− T )
=

T

T + nR
.

Ïðè T = 0,92, n = 5:

T5 =
0,92

0,92 + 0,08 · 5
≈ 0,70.

11.5. (8 áàëëîâ) Ïîñëå ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû â øêîëå Ìàøà îñòàëàñü ïðèáèðàòü êëàññ.
Íà ïàðòàõ ñòîÿëè ìåíçóðêè, çàïîëíåííûå æèäêîñòüþ ïëîòíîñòüþ ρ0 = 0,80ã/ñì3, à íà ñòåí-
êàõ ìåíçóðîê áûëè íàíåñåíû äåëåíèÿ. Äåâî÷êà çàìåòèëà, ÷òî ñôåðè÷åñêèé ïóçûð¼ê âîçäóõà
äèàìåòðîì d1 = 3,0 ìì âñïëûâàåò â æèäêîñòè, ïðîõîäÿ êàæäóþ ñåêóíäó ïî îäíîìó äåëåíèþ,
à ïóçûðåê âòðîå áîëüøåãî äèàìåòðà çà ýòî æå âðåìÿ ïðîõîäèë ïî òðè äåëåíèÿ. Êîãäà Ìàøà
áðîñèëà â æèäêîñòü ñôåðè÷åñêóþ ìåòàëëè÷åñêóþ äðîáèíêó ïëîòíîñòüþ ρ3 = 4,0ã/ñì3 è äèà-
ìåòðîì d3 = 9,0 ìì, òî îíà îïóñêàëàñü íà äíî, ïðîõîäÿ ïî òðè äåëåíèÿ êàæäûå ïîëñåêóíäû.
Çàòåì îíà âçÿëà øàðèê äëÿ ïèíã-ïîíãà äèàìåòðîì d4 = 3,0 ñì è ïëîòíîñòüþ ρ4 = 0,08ã/ñì3 è
îïóñòèëà åãî íà äíî ìåíçóðêè.

[5] Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ áóäåò âñïëûâàòü øàðèê, åñëè äåëåíèÿ ìåíçóðêè íàíåñåíû ñ øàãîì l =
5,0 ñì?

Çàìå÷àíèå. Ïðè ðåøåíèè ñ÷èòàòü, ÷òî ñèëà âÿçêîãî òðåíèÿ æèäêîñòè çàâèñèò îò ñêîðîñòè è
äèàìåòðà øàðèêà ïî ñòåïåííîìó çàêîíó, êîòîðûé îäèíàêîâ äëÿ âñåõ òåë. (À.À. ×åðåíêîâ)
Îòâåò: 0,5 ì/ñ.
Ðåøåíèå.
1) Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî âñå òåëà â çàäà÷å çà ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè ïðîõîäÿò ðàâíûå
ðàññòîÿíèÿ, à çíà÷èò îíè äâèãàþòñÿ ðàâíîìåðíî. Òîãäà ñêîðîñòè ïåðâîãî è âòîðîãî ïóçûðüêà,
à òàêæå äðîáèíêè ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû:

v1 = l/t v2 = 3v1 v3 = 2v2

ãäå t ðàâíî 1 ñåêóíäå.
2) Ïðè äâèæåíèè øàðèêà â æèäêîñòè íà íåãî äåéñòâóþò ñèëà òÿæåñòè FT , íàïðàâëåííàÿ âíèç,
ñèëà Àðõèìåäà FA, íàïðàâëåííàÿ ââåðõ, è ñèëà âÿçêîãî òðåíèÿ Fòð, çàâèñÿùàÿ, êàê ýòî ñëåäóåò
èç óñëîâèÿ çàäà÷è, îò ñêîðîñòè è îò äèàìåòðà øàðèêà. Äâå ïåðâûå ñèëû ÿâëÿþòñÿ îáú¼ìíûìè.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî èõ ðàçíîñòü ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçíîñòè ρ−ρ0 (ρ � ïëîòíîñòü øàðèêà) è îáú¼ìó
øàðèêà, òî åñòü êóáó åãî äèàìåòðà d:



|FT − FA| = A |ρ− ρ0| d3.

Çäåñü A � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèëà âÿçêîãî òðåíèÿ çàâèñèò
îò äèàìåòðà øàðèêà d è åãî ñêîðîñòè v ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Fòð = Bdnvm,

ãäå B � êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, n è m � íåèçâåñòíûå ïîêàçàòåëè ñòåïåíè. Ïðè
äâèæåíèè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ðàçíîñòü ñèë òÿæåñòè è Àðõèìåäà ðàâíà ïî âåëè÷èíå ñèëå
âÿçêîãî òðåíèÿ. Òîãäà äëÿ ïóçûðüêà äèàìåòðîì d1 èìååì:

Aρ0d
3
1 = Bdn1v

m
1 ,

îòêóäà

v1 =
m

√
A

B
ρ0d

3−n
1 .

Àíàëîãè÷íî, äëÿ ïóçûðüêà âòðîå áîëüøåãî äèàìåòðà ïîëó÷àåì

v2 =
m

√
A

B
ρ0 (3d1)

3−n = 3v1 = 3
m

√
A

B
ρ0d

3−n
1 ,

îòêóäà ñëåäóåò óðàâíåíèå

3(3−n)/m = 31, èëè 3− n = m.

Äàëåå, äëÿ äðîáèíêè äèàìåòðîì d3, ó÷èòûâàÿ, ÷òî v3 = 2v2 è ρ3 = 5ρ0, ïîëó÷àåì:

v3 =
m

√
A

B
(ρ3 − ρ0) d

3−n
3 =

m

√
A

B
· 4ρ0 d3−n

3 = 2
m

√
A

B
ρ0d

3−n
0 ,

îòêóäà íàõîäèì, ÷òî m = 2. Çíàÿ m, îïðåäåëÿåì, ÷òî n = 1. Çíà÷èò, çàâèñèìîñòü Fòð(d,v) èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

Fòð = Bdv2.

Òåïåðü ìîæíî íàéòè ñêîðîñòü u, ñ êîòîðîé áóäåò âñïëûâàòü øàðèê äëÿ ïèíã ïîíãà. Ó÷èòûâàÿ,
÷òî åãî ïëîòíîñòü ðàâíà ρ4 =

1
10
ρ0, à äèàìåòð d4 = 10d1 ïîëó÷àåì:

u =
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B
(ρ0 − ρ4) d24 =
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B

(
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1

10
ρ0

)
(10d1)

2 =

√
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A

B
ρ0d21 =

√
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√
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t
≈ 47,4 ñì/ñ.

Îêðóãëÿåì.


