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Âàðèàíò I

Çàäà÷à 1. Âñå ÷ëåíû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ïîëîæèòåëüíû. Ñóììà ïåðâûõ 11 ÷ëåíîâ ïðîãðåñ-
ñèè ðàâíà 6, à ñóììà îáðàòíûõ âåëè÷èí ýòèõ ÷ëåíîâ ðàâíà 24. Íàéäèòå øåñòîé ÷ëåí ïðîãðåññèè.

Îòâåò: 1
2
.

Ðåøåíèå. Ïóñòü a1, a2, . . . , � íàøà ïðîãðåññèÿ, q � å¼ ÷àñòíîå; ai = a1 · qi−1. Ïî óñëîâèþ

6 = a1 + a2 + . . .+ a11 = a1 ·
(
1 + q + . . .+ q10

)
24 =

1

a1
+

1

a2
+ . . .+

1

a11
=

1

a1
·
(

1 +
1

q
+ . . .+

1

q10

)
=

1

a1
· 1 + q + . . .+ q10

q10
.

Ïîäåëèì ïåðâîå âûðàæåíèå íà âòîðîå, ïîëó÷èì

6

24
= a21 · q10,

îòêóäà a26 = a21q
10 = 1

4
. Ïîñêîëüêó âñå ÷ëåíû ïðîãðåññèè ïîëîæèòåëüíû, òî a6 = 1

2
.

Çàäà÷à 2. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà 1, 2, 3, . . . , 27. Çà îäíó îïåðàöèþ Ñàøà ìîæåò âûáðàòü äâà
÷èñëà íà äîñêå, ñòåðåòü èõ è çàïèñàòü íà äîñêó ñóììó ñò¼ðòûõ ÷èñåë. Òàêèìè îïåðàöèÿìè îí õî÷åò
äîáèòüñÿ, ÷òîáû íà äîñêå íå íàøëèñü îäíî èëè íåñêîëüêî ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 27 (ñóììà
îäíîãî ÷èñëà � ýòî ñàìî ýòî ÷èñëî). Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ïðèä¼òñÿ ñäåëàòü Ñàøå?

Îòâåò: 7.

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ìåíüøå ÷åì 9 îïåðàöèÿìè Ñàøå íå îáîéòèñü. Ðàçîáü¼ì âñå
÷èñëà, êðîìå 27, íà ïàðû: 1 è 26, 2 è 25, . . . , 13 è 14. Çàìåòèì, ÷òî åñëè õîòÿ áû â îäíîé ïàðå
îñòàíóòñÿ îáà ÷èñëà, òî íà äîñêå îñòàíóòñÿ ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 27. Çíà÷èò, â êàæäîé ïàðå
õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë äîëæíî áûëî ó÷àñòâîâàòü õîòÿ áû â îäíîé îïåðàöèè. Êðîìå òîãî, õîòÿ áû
â îäíîé îïåðàöèè äîëæíî ó÷àñòâîâàòü è ñàìî ÷èñëî 27. Â êàæäîé îïåðàöèè ó÷àñòâóþò äâà ÷èñëà,
ïîýòîìó ïîíàáîäèòüñÿ íà ìåíåå (13 + 1)/2 = 7 îïåðàöèé.
Òåïåðü ïîêàæåì, êàê Ñàøà ìîæåò ñïðàâèòüñÿ çà 7 îïåðàöèé.
Ñïîñîá 1. Ðàçîáü¼ì âñå íå÷¼òíûå ÷èñëà 1, 3, . . . , 27 íà ïàðû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, è ñëîæèì

âñå ÷èñëà â ïàðàõ. Òåïåðü íà äîñêå íàïèñàíî òîëüêî ÷¼òíûå ÷èñëà. Ñóììà ÷¼òíûõ ÷èñåë íå ìîæåò
áûòü 27.

Ñïîñîá 2. Ðàçîáü¼ì ÷èñëà îò 1 äî 13 è 27 íà ïàðû: 1 è 13, 2 è 12, . . . , 6 è 8, à òàêæå 7 è 27 � è
ñëîæèì ÷èñëà â êàæäîé ïàðå. Òåïåðü íà äîñêå íàïèñàíû òîëüêî ÷èñëà îò 14 äî 26, à òàêæå ÷èñëî 34.
Íè îäíî èç íèõ íå ðàâíî 27, à ñóììà ëþáûõ õîòÿ áû äâóõ � ñòðîãî áîëüøå 27.

Çàäà÷à 3. Ïàðòèþ íîâîãîäíèõ øàðîâ íåîáõîäèìî ñëîæèòü â êîðîáêè òàê, ÷òîáû â êàæäîé êîðîáêå
ëåæàëè øàðèêè. Åñëè èñïîëüçîâàòü êîðîáêè âìåñòèìîñòüþ 90 øàðîâ, òî ðîâíî îäíà êîðîáêà îñòà-
íåòñÿ íå ïîëíîñòüþ çàïîëíåííîé. Åñëè âçÿòü íà 3 êîðîáêè áîëüøå, íî â êîòîðûå ïîìåùàåòñÿ ïî 80
øàðîâ, òî âíîâü ðîâíî îäíà êîðîáêà îñòàíåòñÿ íå ïîëíîñòüþ çàïîëíåííîé. Åñëè æå âçÿòü åù¼ íà 12
êîðîáîê áîëüøå, íî âìåñòèìîñòüþ 50 øàðîâ, òî âñå êîðîáêè áóäóò ïîëíûìè. Ñêîëüêî øàðîâ ìîãëî
áûòü â ïàðòèè?

Îòâåò: 1700.

Ðåøåíèå. Ïóñòü n � ÷èñëî êîðîáîê ïî 50 øàðîâ. Òîãäà ÷èñëî øàðîâ ðàâíî 50n. ×èñëî êîðîáîê ïî
80 øàðîâ ðàâíî n−12. Îäíà êîðîáêà îêàçûâàåòñÿ íåïîëíîé, ïîýòîìó 80(n−12) > 50n. Ïàðòèÿ øàðîâ
íå ïîìåùàåòñÿ â n−13 êîðîáîê, ïîýòîìó 80(n−13) < 50n. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèòåëüíî
ê êîðîáêàì ïî 90 øàðîâ äàþò íåðàâåíñòâà 90(n − 15) > 50n è 90(n − 16) < 50n. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó
íåðàâåíñòâ 

80(n− 12) > 50n,
80(n− 13) < 50n,
90(n− 15) > 50n,
90(n− 16) < 50n.
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Îòêóäà 3n > 96, 3n < 104, 4n > 135, 4n < 144. Çíà÷èò, 33 6 n, n 6 34, 34 6 n, n 6 35. Åäèíñòâåííîå
ïîäõîäÿùåå n ðàâíî 34.

Çàäà÷à 4. Âåêòîðû ~a1, ~a2, ~a3, ~a4, ðàñïîëîæåííûå â îäíîé ïëîñêîñòè ñ âåêòîðîì ~b, èìåþò ðàâíóþ
äëèíó, îòëè÷íóþ îò äëèíû âåêòîðà ~b. Èçâåñòíî, ÷òî ~a2 + ~b − 2~a1 = 8~a4 + ~b − 9~a3 = ~0, |~a3 − ~b| = 8.

Íàéäèòå |~a1 −~b|.
Îòâåò: 6.

Ðåøåíèå. Èç ïðàâèëà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî, óêàçàííîå â óñëîâèè, ìîæåò âûïîëíÿòü-
ñÿ, òîëüêî åñëè 2|~a1| 6 |~a2| + |~b|, íî ïîñêîëüêó |~ai| 6= |~b|, òî |~b| > |~a1| = |~a2|. Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà

ñëåäóåò, ÷òî |~b| > |~a3| = |~a4|.
Çàïèøåì ðàâåíñòâà â âèäå: ~a2 −~b = 2(~a1 −~b), 9(~a3 −~b) = 8(~a4 −~b). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû

~a3 − ~b è ~a4 − ~b îäèíàêîâî íàïðàâëåíû, ïðè÷åì |~a4 − ~b| = 9
8
· |~a3 − ~b| = 9. Àíàëîãè÷íî, îäèíàêîâî

íàïðàâëåííûìè âåêòîðàìè ÿâëÿþòñÿ ~a1 −~b è ~a2 −~b.

1A

2A
3A

4A

M

O

1a
r
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r

3a
r

4a
r

.

b
r

Íà ðèñóíêå âûøå
−−→
OM = ~b,

−−→
OA1 = ~a1,

−−→
OA2 = ~a2,

−−→
OA3 = ~a3,

−−→
OA4 = ~a4. Ïî óñëîâèþ |~a1| = |~a2| = |~a3| =

|~a4|. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè A1, A2, A3, A4 ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Ïî òåîðåìå

î äâóõ ñåêóùèõ çàïèøåì MA1 ·MA2 = MA3 ·MA4, íî MA3 = |~a3 − ~b| = 8, MA4 = |~a4 − ~b| = 9,

MA2 = |~a2 −~b| = 2 · |~a1 −~b| = 2 ·MA1. Ñëåäîâàòåëüíî, 2 ·MA2
1 = 8 · 9 = 72, îòêóäà MA1 = 6.

Çàäà÷à 5. Ïðî äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c èçâåñòíî, ÷òî{
ac− 3 = 4b2,

2bc− 3 = a2.

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ, ÷åìó ìîæåò áûòü ðàâíî ab.

Îòâåò: (0; +∞).

Ðåøåíèå. Âû÷òåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå, ïîëó÷èì

c(a− 2b) = (2b− a)(2b+ a) è (a− 2b)(a+ 2b+ c) = 0.

Åñëè a+2b+c = 0, òî a = −2b−c è ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïðèâîäèòñÿ ê âèäó 3b2+(b+c)2 = −3,
÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, a = 2b è ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ 2bc = 4b2 + 3, êîòîðîå èìååò
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ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî c ïðè âñåõ b 6= 0: c = 4b2+3
2b

. Òàêèì îáðàçîì, ab = 2b2 > 0, ïðè ýòîì ëþáîå

ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå d > 0 ïðîèçâåäåíèå ab ìîæåò ïðèíÿòü: äîñòàòî÷íî âçÿòü b =
√

d
2
, a = 2b, c =

4b2+3
2b

.

Çàäà÷à 6. Ðåøèòå óðàâíåíèå

cos
88π2

x
=

1

sin 3x
.

Îòâåò: −11π

6
, −π

2
,
π

6
,

11π

2
.

Ðåøåíèå. Äîìíîæèì íà çíàìåíàòåëü

cos
88π2

x
· sin 3x = 1.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè îãðàíè÷åíû, ïîýòîìó∣∣∣∣cos
88π2

x

∣∣∣∣ 6 1, |sin 3x| 6 1.

Ðàâåíñòâî â ïðîèçâåäåíèè âîçìîæíî, åñëè

 cos
88π2

x
= 1,

sin 3x = 1, cos
88π2

x
= −1,

sin 3x = −1.

Òîãäà 


88π2

x
= 2πn, n ∈ Z

3x =
π

2
+ 2πm, m ∈ Z

88π2

x
= π + 2πn, n ∈ Z

3x = −π
2

+ 2πm, m ∈ Z

Âòîðàÿ ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé, âåäü ïîñëå ïåðåìíîæåíèÿ ðàâåíñòâ, äîìíîæåíèÿ íà 2
π2 , ïîëó÷àåì

2 · 3 · 88 = (1 + 2n)(−1 + 4m), ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ öåëûõ n è m. ×òîáû ñóùåñòâîâàëî ðåøåíèå ïåðâîé
ñèñòåìû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

88π2 · 3 = 2πn ·
(π

2
+ 2πm

)
,

ò.å. 23 · 3 · 11 = n(4m + 1). Ó ÷èñëà 23 · 3 · 11 èìååòñÿ 4 äåëèòåëÿ âèäà 4m + 1: ýòî 1, 3 · 11, −3, −11,
îòêóäà m = 0, m = 8, m = −1, m = −3, îòêóäà è ñëåäóåò îòâåò.

Çàäà÷à 7. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè√
x21 + 12 +

√
x22 + 22 +

√
x23 + 32 + . . .+

√
x22023 + 20232

äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ x1, x2, . . . , x2023, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà k, ðàâíî 2023 ·2024. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè
ïàðàìåòðà k òàêîå âîçìîæíî?

Îòâåò: òîëüêî 2023 · 1012 ·
√

3.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ïî îñè x ïîñëåäîâàòåëüíî îòëîæèòü îò-
ðåçêè äëèíû x1, x2, . . . , x2023, à ïî îñè y ñîîòâåòñòâåííî îòðåçêè ðàâíûå ïî äëèíå çíà÷åíèÿì ÷ëåíîâ
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, 2, . . . , 2023, òî çíà÷åíèå ôóíêöèè åñòü ñóììà äëèí ãèïîòåíóç ñ ñîîòâåòñòâó-
þùèìè êàòåòàìè (äëèíà ëîìàíîé). Òîãäà íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè � ýòî äëèíà êðàò÷àéøåé
ëîìàíîé, ò. å. äëèíà îòðåçêà (ãèïîòåíóçà òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè k è 1 + 2 + . . .+ 2023).
Ýòî àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Ïðîñóììèðóåì åå

1 + 2 + . . .+ 2023 =
2023 · 2024

2
= 2023 · 1012.

Òîãäà çíà÷åíèå ïàðàìåòðà íàéäåì èç ðàâåíñòâà

√
k2 + 20232 · 10122 = 2023 · 2024.

Òî åñòü k =
√

20232 · 20242 − 20232 · 10122 = 2023 · 1012 ·
√

3.

Çàäà÷à 8. Îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû íà íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ ñ îñòðûì óãëîì 60◦. Èçâåñòíî, ÷òî îáú¼ì ïèðàìèäû ðàâåí 72. Íàéäèòå
ïëîùàäü òðàïåöèè.
Îòâåò. 12

√
6.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû DABC ñ âåðøèíîé D ðàâíà a, à áîêîâîå ðåáðî
ðàâíî b. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîåêöèè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïàðó ñêðåùèâàþùèõñÿ ð¼áåð, íàïðèìåð
AB è CD, ïðîåêöèè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îñíîâàíèÿìè òðàïåöèè (ðèñóíîê íèæå).

Ω

A

B

C

D

M

N

1A 1B1M

1D1C 1N

α

α

φ

Ïóñòü MN � îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð ýòîé ïàðû ð¼áåð. Î÷åâèäíî, M � ñåðåäèíà AB è MN ⊥ AD.
Ïðîåêöèÿ MN íà ïëîñêîñòü Ω � ýòî îòðåçîê M1N1, ÿâëÿþùèéñÿ âûñîòîé òðàïåöèè A1B1D1C1. Íà
ðèñóíêå âûøå ïîêàçàí èìåííî òàêîé ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ âåðøèí òðàïåöèè, íî ïðè äðóãîì óãëå
íàêëîíà ïèðàìèäû (êîòîðàÿ ìîæåò âðàùàòüñÿ âîêðóã îñè MN) ïîëîæåíèå òî÷åê C1 è D1 ìîæåò
èçìåíèòüñÿ òàê, ÷òî áîêîâûìè ñòîðîíàìè òðàïåöèè áóäóò îòðåçêè A1D1 è B1C1, ÷òî íå âëèÿåò íà
ðåøåíèå çàäà÷è.
Ïðè îðòîãîíàëüíîì ïðîåêòèðîâàíèè ñîõðàíÿåòñÿ îòíîøåíèå äëèí ïàðàëëåëüíûõ îòðåçêîâ, ïîýòîìó

M1 � ñåðåäèíà A1B1. Ïî óñëîâèþ A1B1D1C1 � ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ, îòñþäà äåëàåì âûâîä,
÷òî N1 � ñåðåäèíà C1D1, à, çíà÷èò, è N � ñåðåäèíà CD. Íî ýòî âîçìîæíî òîëüêî â ïðàâèëüíîì
òåòðàýäðå. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ð¼áðà ïèðàìèäû ðàâíû a. Îáú¼ì ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà a3

√
2

12
= 72,

îòêóäà a = 6
√

2.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ ïèðàìèäû áîëåå äåòàëüíî (ðèñóíîê íèæå).

1A 1B

1C 1D

1M

1N

φ
1 cos
2
a α

1 sin
2
a α

2
2

a

Ïóñòü óãîë íàêëîíà ïðÿìîé AB ê ïëîñêîñòè Ω ðàâåí α, òîãäà âñëåäñòâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè
ñêðåùèâàþùèõñÿ ð¼áåð ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû óãîë íàêëîíà ïðÿìîé CD ê ïëîñêîñòè Ω ñîñòàâëÿåò
90◦ − α (ñì. ïåðâûé ðèñóíîê). Îòñþäà A1M1 = 1

2
a cosα = 3

√
2 cosα, C1N1 = 1

2
a sinα = 3

√
2 sinα.

Íî M1N1 = MN = a
√
2

2
= 6 (ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ð¼áðàìè ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà).

Èçâåñòíî, ÷òî |A1M1−C1N1|
M1N1

= ctgϕ = ctg 60◦ = 1√
3
, èëè | cosα− sinα| =

√
2
3
.

Ïëîùàäü òðàïåöèè Sòðàï = (A1M1 + C1N1) ·M1N1 = 18
√

2 · (cosα + sinα). Èç òîæäåñòâà (cosα +

sinα)2 + (cosα− sinα)2 = 2 íàéä¼ì cosα + sinα = 2
√
3

3
, îòêóäà S = 12

√
3.

Çàäà÷à 9. Ôóíêöèÿ f , îïðåäåë¼ííàÿ íà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ, ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷å-
íèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ x è y âûïîëíåíî ðàâåíñòâî f(x)f(y) = f(7x − y).
Íàéäèòå âñå òàêèå ôóíêöèè f .

Îòâåò: f(x) = 0 è f(x) = 1.

Ðåøåíèå. Ïîäñòàâèì y = 7x − z, òîãäà f(x)f(7x − z) = f(z). Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî x âûïîëíåíî
f(x) = 0, òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî è äëÿ ëþáîãî z âûïîëíåíî f(z) = 0, ò.å. ôóíêöèÿ ïîñòîÿííàÿ è ðàâíà
íóëþ.
Åñëè æå ôóíêöèÿ íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, òî ïîäñòàâèì y = 3,5x. Òîãäà f(x)f(3,5x) = f(3,5x),

ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà f(3,5x) 6= 0, ïîëó÷àåì f(x) = 1, ò.å. ôóíêöèÿ ïîñòîÿííàÿ è ðàâíà 1.

Çàäà÷à 10. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

a0 = 0, a1 6= 0, an+1 − an =
√
an + an+1 ïðè âñåõ n > 0.

Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü a2024?

Îòâåò: òîëüêî 1012 · 2025 = 2049300.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî a1 =
√
a1, îòêóäà a1 = 1.

Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî an = n(n+1)
2

. Áàçà (n = 1) î÷åâèäíà. Èç ôîðìóëû â óñëîâèè ñëåäóåò, ÷òî

(an+1 − an)2 = an + an+1, ò.å a2n+1 − (2an + 1)an+1 + a2n − an = 0.

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî an+1, ïîëó÷èì

an+1 =
2an + 1±

√
8an + 1

2
=
n(n+ 1) + 1±

√
4n(n+ 1) + 1

2
=

=
n2 + n+ 1± (2n+ 1)

2
.
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Òàê êàê ïî óñëîâèþ an+1 > an, òî

an+1 =
n2 + n+ 1 + (2n+ 1)

2
=

(n+ 1)(n+ 2)

2
.

Èòàê, a2024 = 2024·2025
2

= 2049300.
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Âàðèàíò II

Çàäà÷à 1. Âñå ÷ëåíû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ïîëîæèòåëüíû. Ñóììà ïåðâûõ 13 ÷ëåíîâ ïðîãðåñ-
ñèè ðàâíà 81, à ñóììà îáðàòíûõ âåëè÷èí ýòèõ ÷ëåíîâ ðàâíà 4. Íàéäèòå ñåäüìîé ÷ëåí ïðîãðåññèè.

Îòâåò: 9
2
.

Ðåøåíèå. Ïóñòü a1, a2, . . . , � íàøà ïðîãðåññèÿ, q � å¼ ÷àñòíîå; ai = a1 · qi−1. Ïî óñëîâèþ

81 = a1 + a2 + . . .+ a13 = a1 ·
(
1 + q + . . .+ q12

)
4 =

1

a1
+

1

a2
+ . . .+

1

a13
=

1

a1
·
(

1 +
1

q
+ . . .+

1

q12

)
=

1

a1
· 1 + q + . . .+ q12

q12
.

Ïîäåëèì ïåðâîå âûðàæåíèå íà âòîðîå, ïîëó÷èì

81

4
= a21 · q12,

îòêóäà a27 = a21q
12 = 81

4
. Ïîñêîëüêó âñå ÷ëåíû ïðîãðåññèè ïîëîæèòåëüíû, òî a7 = 9

2
.

Çàäà÷à 2. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà 3, 9, 27, . . . , 343. Çà îäíó îïåðàöèþ Ñàøà ìîæåò âûáðàòü äâà
÷èñëà íà äîñêå, ñòåðåòü èõ è çàïèñàòü íà äîñêó ïðîèçâåäåíèå ñò¼ðòûõ ÷èñåë. Òàêèìè îïåðàöèÿìè
îí õî÷åò äîáèòüñÿ, ÷òîáû íà äîñêå íå íàøëèñü îäíî èëè íåñêîëüêî ÷èñåë, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ
ðàâíî 343 (ïðîèçâåäåíèå îäíîãî ÷èñëà � ýòî ñàìî ýòî ÷èñëî). Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé
ïðèä¼òñÿ ñäåëàòü Ñàøå?

Îòâåò: 11.

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ìåíüøå ÷åì 11 îïåðàöèÿìè Ñàøå íå îáîéòèñü. Ðàçîáü¼ì âñå
÷èñëà, êðîìå 343, íà ïàðû: 3 è 342, 32 è 341, . . . , 321 è 322. Çàìåòèì, ÷òî åñëè õîòÿ áû â îäíîé ïàðå
îñòàíóòñÿ îáà ÷èñëà, òî íà äîñêå îñòàíóòñÿ ÷èñëà, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî 332. Çíà÷èò, â êàæäîé
ïàðå õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë äîëæíî áûëî ó÷àñòâîâàòü õîòÿ áû â îäíîé îïåðàöèè. Êðîìå òîãî, õîòÿ áû
â îäíîé îïåðàöèè äîëæíî ó÷àñòâîâàòü è ñàìî ÷èñëî 343. Â êàæäîé îïåðàöèè ó÷àñòâóþò äâà ÷èñëà,
ïîýòîìó ïîíàáîäèòüñÿ íà ìåíåå (21 + 1)/2 = 11 îïåðàöèé.
Òåïåðü ïîêàæåì, êàê Ñàøà ìîæåò ñïðàâèòüñÿ çà 11 îïåðàöèé.
Ñïîñîá 1. Ðàçîáü¼ì âñå ñòåïåíè ñ íå÷¼òíûìè ïîêàçàòåëÿìè 3, 33, . . . , 343 íà ïàðû ïðîèçâîëüíûì

îáðàçîì, è ïåðåìíîæèì âñå ÷èñëà â ïàðàõ. Òåïåðü íà äîñêå íàïèñàíû òîëüêî ñòåïåíè ñ ÷¼òíûìè
ïîêàçàòåëÿìè. Ñóììà ÷¼òíûõ ÷èñåë íå ìîæåò áûòü 43.

Ñïîñîá 2. Ðàçîáü¼ì ÷èñëà îò 3 äî 321 è 343 íà ïàðû: 3 è 321, 32 è 320, . . . , 310 è 312, à òàêæå 311 è
342 � è ïåðåìíîæèì ÷èñëà â êàæäîé ïàðå. Òåïåðü íà äîñêå íàïèñàíû òîëüêî ÷èñëà îò 322 äî 342 è
353. Íè îäíî èç íèõ íå ðàâíî 343, à ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ õîòÿ áû äâóõ � ñòðîãî áîëüøå 343.

Çàäà÷à 3. Ïàðòèþ íîâîãîäíèõ øàðîâ íåîáõîäèìî ñëîæèòü â êîðîáêè òàê, ÷òîáû â êàæäîé êîðîáêå
ëåæàëè øàðèêè. Åñëè èñïîëüçîâàòü êîðîáêè âìåñòèìîñòüþ 100 øàðîâ, òî ðîâíî îäíà êîðîáêà îñòà-
íåòñÿ íå ïîëíîñòüþ çàïîëíåííîé. Åñëè âçÿòü íà 3 êîðîáêè áîëüøå, íî â êîòîðûå ïîìåùàåòñÿ ïî 90
øàðîâ, òî âíîâü ðîâíî îäíà êîðîáêà îñòàíåòñÿ íå ïîëíîñòüþ çàïîëíåííîé. Åñëè æå âçÿòü åù¼ íà 6
êîðîáîê áîëüøå, íî âìåñòèìîñòüþ 70 øàðîâ, òî âñå êîðîáêè áóäóò ïîëíûìè. Ñêîëüêî øàðîâ ìîãëî
áûòü â ïàðòèè?

Îòâåò: 2170.

Ðåøåíèå. Ïóñòü n � ÷èñëî êîðîáîê ïî 70 øàðîâ. Òîãäà ÷èñëî øàðîâ ðàâíî 70n. ×èñëî êîðîáîê ïî
90 øàðîâ ðàâíî n− 6. Îäíà êîðîáêà îêàçûâàåòñÿ íåïîëíîé, ïîýòîìó 90(n− 6) > 70n. Ïàðòèÿ øàðîâ
íå ïîìåùàåòñÿ â n− 7 êîðîáîê, ïîýòîìó 90(n− 7) < 70n. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèòåëüíî
ê êîðîáêàì ïî 100 øàðîâ äàþò íåðàâåíñòâà 100(n− 9) > 70n è 100(n− 10) < 70n. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó
íåðàâåíñòâ 

90(n− 6) > 70n,
90(n− 7) < 70n,
100(n− 9) > 70n,
100(n− 10) < 70n.
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Îòêóäà 2n > 54, 2n < 63, 3n > 90, 3n < 100. Çíà÷èò, 28 6 n, n 6 31, 31 6 n, n 6 33. Åäèíñòâåííîå
ïîäõîäÿùåå n ðàâíî 31.

Çàäà÷à 4. Âåêòîðû ~a1, ~a2, ~a3, ~a4, ðàñïîëîæåííûå â îäíîé ïëîñêîñòè ñ âåêòîðîì ~b, èìåþò ðàâíóþ
äëèíó, îòëè÷íóþ îò äëèíû âåêòîðà ~b. Èçâåñòíî, ÷òî 5~a1 + 16~a2 + 21~b = 5~a3 + 4~a4 + 9~b = ~0, |~a3 +~b| = 8.

Íàéäèòå |~a1 +~b|.
Îòâåò: 16.

Ðåøåíèå. Èç ïðàâèëà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî, óêàçàííîå â óñëîâèè, ìîæåò âûïîëíÿòü-
ñÿ, òîëüêî åñëè 21|~b| 6 5|~a1|+ 16|~a2|, íî ïîñêîëüêó |~ai| 6= |~b|, òî |~b| < |~a1| = |~a2|. Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà
ñëåäóåò, ÷òî |~b| < |~a3| = |~a4|.
À òåïåðü çàïèøåì èõ â ñëåäóþùåì âèäå: 16(~a2 +~b) = −5(~a1 +~b), 5(~a3 +~b) = −4(~a4 +~b). Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû ~a1 + ~b è ~a2 + ~b ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû. Àíàëîãè÷íî, ïðîòèâîïîëîæíî
íàïðàâëåííûìè âåêòîðàìè ÿâëÿþòñÿ ~a3 +~b è ~a4 +~b, ïðè÷åì |~a3 +~b| = 8.

.

.1a
r

2a
r

3a
r

4a
r

b
r

O

1A

2A

3A

4A

M

Íà ðèñóíêå âûøå
−−→
MO = ~b,

−−→
OA1 = ~a1,

−−→
OA2 = ~a2,

−−→
OA3 = ~a3,

−−→
OA4 = ~a4. Ïî óñëîâèþ |~a1| = |~a2| =

= |~a3| = |~a4|. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè A1, A2, A3, A4 ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Ïî

òåîðåìå î ïåðåñåêàþùèõñÿ õîðäàõ çàïèøåì MA1 ·MA2 = MA3 ·MA4, íî MA1 = |~a1 + ~b|, MA2 =

= |~a2+~b| = 5
16
MA1,MA3 = |~a3+~b| = 8,MA4 = |~a4+~b| = 5

4
·MA3 = 10. Ñëåäîâàòåëüíî, 5

16
MA2

1 = 8 ·10.
Çíà÷èò, MA1 = 16.

Çàäà÷à 5. Ïðî äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c èçâåñòíî, ÷òî{
ac− 1 = 4b2,

2bc− 1 = a2

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ, ÷åìó ìîæåò áûòü ðàâíî ab.

Îòâåò: (0; +∞).

Ðåøåíèå. Âû÷òåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå, ïîëó÷èì

c(a− 2b) = (2b− a)(2b+ a) è (a− 2b)(a+ 2b+ c) = 0.

Åñëè a+2b+c = 0, òî a = −2b−c è ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïðèâîäèòñÿ ê âèäó 3b2+(b+c)2 = −1,
÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, a = 2b è ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ 2bc = 4b2 + 1, êîòîðîå èìååò
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ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî c ïðè âñåõ b 6= 0: c = 4b2+1
2b

. Òàêèì îáðàçîì, ab = 2b2 > 0, ïðè ýòîì ëþáîå

ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå d > 0 ïðîèçâåäåíèå ab ìîæåò ïðèíÿòü: äîñòàòî÷íî âçÿòü b =
√

d
2
, a = 2b, c =

4b2+1
2b

.

Çàäà÷à 6. Ðåøèòå óðàâíåíèå

sin
88π2

x
=

1

cos 7x
.

Îòâåò: −16π, −176π
7
, 176π, 16π

7
.

Ðåøåíèå. Äîìíîæèì íà çíàìåíàòåëü

sin
88π2

x
· cos 7x = 1.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè îãðàíè÷åíû, ïîýòîìó∣∣∣∣sin 88π2

x

∣∣∣∣ 6 1, |cos 7x| 6 1.

Ðàâåíñòâî â ïðîèçâåäåíèè âîçìîæíî, åñëè

 sin
88π2

x
= 1,

cos 7x = 1, sin
88π2

x
= −1,

cos 7x = −1.

Òîãäà 

 88π2

x
=
π

2
+ 2πm, m ∈ Z

7x = 2πn, n ∈ Z 88π2

x
= −π

2
+ 2πm, m ∈ Z

7x = π + 2πn, n ∈ Z

Âòîðàÿ ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé, âåäü ïîñëå ïåðåìíîæåíèÿ ðàâåíñòâ, äîìíîæåíèÿ íà 2
π2 , ïîëó÷àåì

2 · 7 · 88 = (1 + 2n)(−1 + 4m), ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ öåëûõ n è m. ×òîáû ñóùåñòâîâàëî ðåøåíèå ïåðâîé
ñèñòåìû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

88π2 · 7 = 2πn ·
(π

2
+ 2πm

)
,

ò.å. 23 · 7 · 11 = n(4m + 1). Ó ÷èñëà 23 · 7 · 11 èìååòñÿ 4 äåëèòåëÿ âèäà 4m + 1: ýòî 1, 7 · 11, −7, −11,
îòêóäà m = 0, m = 19, m = −2, m = −3, îòêóäà è ñëåäóåò îòâåò.

Çàäà÷à 7. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè√
x21 + 22 +

√
x22 + 42 +

√
x23 + 82 + . . .+

√
x22024 + (22024)2

äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ x1, x2, . . . , x2024, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà k, ðàâíî 22025. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè
ïàðàìåòðà k òàêîå âîçìîæíî?

Îòâåò: òîëüêî
√

4 · 22025 − 4.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ïî îñè x ïîñëåäîâàòåëüíî îòëîæèòü îò-
ðåçêè äëèíû x1, x2, . . . , x2024, à ïî îñè y ñîîòâåòñòâåííî îòðåçêè ðàâíûå ïî äëèíå çíà÷åíèÿì ÷ëåíîâ
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 2, 4, . . . , 22024, òî çíà÷åíèå ôóíêöèè åñòü ñóììà äëèí ãèïîòåíóç ñ ñîîòâåòñòâó-
þùèìè êàòåòàìè (äëèíà ëîìàíîé). Òîãäà íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè � ýòî äëèíà êðàò÷àéøåé
ëîìàíîé, ò. å. äëèíà îòðåçêà (ãèïîòåíóçà òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè k è 2 + 4 + . . .+ 22024).
Ýòî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Ïðîñóììèðóåì åå

2 + 4 + . . .+ 22024 = 22025 − 2.

Òîãäà çíà÷åíèå ïàðàìåòðà íàéäåì èç ðàâåíñòâà√
k2 + (22025 − 2)2 = 22025.

Òî åñòü k =
√

(22025)2 − (22025 − 2)2 =
√

4 · 22025 − 4.

Çàäà÷à 8. Îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû íà íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî ïëîùàäü òðàïåöèè ñîñòàâëÿåò 30

√
2, à ïîëíàÿ ïîâåðõ-

íîñòü ïèðàìèäû ðàâíà 100
√

3. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðàïåöèè.
Îòâåò. 28.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû DABC ñ âåðøèíîé D ðàâíà a, à áîêîâîå ðåáðî

ðàâíî b. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîåêöèè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ïàðó ñêðåùèâàþùèõñÿ ð¼áåð, íàïðèìåð
AB è CD, ïðîåêöèè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îñíîâàíèÿìè òðàïåöèè (ðèñóíîê íèæå).

Ω

A

B

C

D

M

N

1A 1B1M

1D1C 1N

α

α

φ

Ïóñòü MN � îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð ýòîé ïàðû ð¼áåð. Î÷åâèäíî, M � ñåðåäèíà AB è MN ⊥ AD.
Ïðîåêöèÿ MN íà ïëîñêîñòü Ω � ýòî îòðåçîê M1N1, ÿâëÿþùèéñÿ âûñîòîé òðàïåöèè A1B1D1C1. Íà
ðèñóíêå âûøå ïîêàçàí èìåííî òàêîé ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ âåðøèí òðàïåöèè, íî ïðè äðóãîì óãëå
íàêëîíà ïèðàìèäû (êîòîðàÿ ìîæåò âðàùàòüñÿ âîêðóã îñè MN) ïîëîæåíèå òî÷åê C1 è D1 ìîæåò
èçìåíèòüñÿ òàê, ÷òî áîêîâûìè ñòîðîíàìè òðàïåöèè áóäóò îòðåçêè A1D1 è B1C1, ÷òî íå âëèÿåò íà
ðåøåíèå çàäà÷è.
Ïðè îðòîãîíàëüíîì ïðîåêòèðîâàíèè ñîõðàíÿåòñÿ îòíîøåíèå äëèí ïàðàëëåëüíûõ îòðåçêîâ, ïîýòîìó

M1 � ñåðåäèíà A1B1. Ïî óñëîâèþ A1B1D1C1 � ðàâíîáåäðåííàÿ òðàïåöèÿ, îòñþäà äåëàåì âûâîä, ÷òî
N1 � ñåðåäèíà C1D1, à, çíà÷èò, è N � ñåðåäèíà CD. Íî ýòî âîçìîæíî òîëüêî â ïðàâèëüíîì òåòðàýäðå.
Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ð¼áðà ïèðàìèäû ðàâíû a. Ïîëíàÿ ïîâåðõíîñòü a2

√
3 = 100

√
3, îòêóäà a = 10.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ ïèðàìèäû áîëåå äåòàëüíî (ðèñóíîê íèæå).
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1A 1B

1C 1D

1M

1N

φ
1 cos
2
a α

1 sin
2
a α

2
2

a

Ïóñòü óãîë íàêëîíà ïðÿìîé AB ê ïëîñêîñòè Ω ðàâåí α, òîãäà âñëåäñòâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè
ñêðåùèâàþùèõñÿ ð¼áåð ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû óãîë íàêëîíà ïðÿìîé CD ê ïëîñêîñòè Ω ñîñòàâëÿåò
90◦ − α (ñì. ïåðâûé ðèñóíîê). Îòñþäà A1M1 = 1

2
a cosα = 5 cosα, C1N1 = 1

2
a sinα = 5 sinα. Íî

M1N1 = MN = a
√
2

2
= 5
√

2 (ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ð¼áðàìè ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà).

Ïëîùàäü òðàïåöèè S = 25
√

2(sinα+cosα). Ïî óñëîâèþ S = 30
√

2. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå sinα+cosα =
6
5
. Ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò íàéä¼ì sin 2α = 11

25
.

Âû÷èñëèì ïåðèìåòð òðàïåöèè, ïðèìåíèâ òåîðåìó Ïèôàãîðà: P = a(sinα + cosα) + 2A1C1 = 10 ·
6
5

+ 2
√

(5
√

2)2 + 25(cosα− sinα)2 = 12 + 2
√

50 + 25(1− sin 2α) = 12 + 2
√

75− 11 = 12 + 16 = 28.

Çàäà÷à 9. Ôóíêöèÿ f , îïðåäåë¼ííàÿ íà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ, ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷å-
íèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ x è y âûïîëíåíî ðàâåíñòâî f(x)f(y) = f(9x − y).
Íàéäèòå âñå òàêèå ôóíêöèè f .

Îòâåò: f(x) = 0 è f(x) = 1.

Ðåøåíèå. Ïîäñòàâèì y = 9x − z, òîãäà f(x)f(9x − z) = f(z). Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî x âûïîëíåíî
f(x) = 0, òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî è äëÿ ëþáîãî z âûïîëíåíî f(z) = 0, ò.å. ôóíêöèÿ ïîñòîÿííàÿ è ðàâíà
íóëþ.
Åñëè æå ôóíêöèÿ íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, òî ïîäñòàâèì y = 4,5x. Òîãäà f(x)f(4,5x) = f(4,5x),

ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà f(4,5x) 6= 0, ïîëó÷àåì f(x) = 1, ò.å. ôóíêöèÿ ïîñòîÿííàÿ è ðàâíà 1.

Çàäà÷à 10. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

a1 = 1, an+1 = an +
√
an + an+1 ïðè âñåõ n > 1.

Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü a2024?

Îòâåò: òîëüêî 1012 · 2025 = 2049300.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî an = n(n+1)
2

. Áàçà (n = 1) î÷åâèäíà. Èç ôîðìóëû â óñëîâèè
ñëåäóåò, ÷òî

(an+1 − an)2 = an + an+1, ò.å a2n+1 − (2an + 1)an+1 + a2n − an = 0.

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî an+1, ïîëó÷èì

an+1 =
2an + 1±

√
8an + 1

2
=
n(n+ 1) + 1±

√
4n(n+ 1) + 1

2
=

=
n2 + n+ 1± (2n+ 1)

2
.

Òàê êàê ïî óñëîâèþ an+1 > an, òî

an+1 =
n2 + n+ 1 + (2n+ 1)

2
=

(n+ 1)(n+ 2)

2
.
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Èòàê, a2024 = 2024·2025
2

= 2049300.
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Âàðèàíò III

Çàäà÷à 1. Âñå ÷ëåíû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ïîëîæèòåëüíû. Ñóììà ïåðâûõ 15 ÷ëåíîâ ïðîãðåñ-
ñèè ðàâíà 58, à ñóììà îáðàòíûõ âåëè÷èí ýòèõ ÷ëåíîâ ðàâíà 14,5. Íàéäèòå âîñüìîé ÷ëåí ïðîãðåññèè.

Îòâåò: 2.

Ðåøåíèå. Ïóñòü a1, a2, . . . , � íàøà ïðîãðåññèÿ, q � å¼ ÷àñòíîå; ai = a1 · qi−1. Ïî óñëîâèþ

58 = a1 + a2 + . . .+ a15 = a1 ·
(
1 + q + . . .+ q14

)
14,5 =

1

a1
+

1

a2
+ . . .+

1

a15
=

1

a1
·
(

1 +
1

q
+ . . .+

1

q14

)
=

1

a1
· 1 + q + . . .+ q14

q14
.

Ïîäåëèì ïåðâîå âûðàæåíèå íà âòîðîå, ïîëó÷èì

58

14,5
= a21 · q14,

îòêóäà a28 = a21q
14 = 4. Ïîñêîëüêó âñå ÷ëåíû ïðîãðåññèè ïîëîæèòåëüíû, òî a8 = 2.

Çàäà÷à 2. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà 1, 2, 3, . . . , 36. Çà îäíó îïåðàöèþ Ñàøà ìîæåò âûáðàòü äâà ÷èñëà
íà äîñêå, ñòåðåòü èõ è çàïèñàòü íà äîñêó ñóììó ñò¼ðòûõ ÷èñåë. Òàêèìè îïåðàöèÿìè îí õî÷åò äîáèòüñÿ,
÷òîáû íà äîñêå íå íàøëèñü îäíî èëè íåñêîëüêî ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 37 (ñóììà îäíîãî ÷èñëà
� ýòî ñàìî ýòî ÷èñëî). Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ïðèä¼òñÿ ñäåëàòü Ñàøå?

Îòâåò: 9.

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ìåíüøå ÷åì 9 îïåðàöèÿìè Ñàøå íå îáîéòèñü. Ðàçîáü¼ì ÷èñëà
íà ïàðû: 1 è 36, 2 è 35, . . . , 18 è 19. Çàìåòèì, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäíîé ïàðå îñòàíóòñÿ îáà ÷èñëà, òî
íà äîñêå îñòàíóòñÿ ÷èñëà, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 37. Çíà÷èò, â êàæäîé ïàðå õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë
äîëæíî áûëî ó÷àñòâîâàòü õîòÿ áû â îäíîé îïåðàöèè. Â êàæäîé îïåðàöèè ó÷àñòâóþò äâà ÷èñëà,
ïîýòîìó ïîíàáîäèòüñÿ íà ìåíåå 9 îïåðàöèé.
Òåïåðü ïîêàæåì, êàê Ñàøà ìîæåò ñïðàâèòüñÿ çà 9 îïåðàöèé.
Ñïîñîá 1. Ðàçîáü¼ì âñå íå÷¼òíûå ÷èñëà 1, 3, . . . , 35 íà ïàðû ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì, è ñëîæèì

âñå ÷èñëà â ïàðàõ. Òåïåðü íà äîñêå íàïèñàíî òîëüêî ÷¼òíûå ÷èñëà. Ñóììà ÷¼òíûõ ÷èñåë íå ìîæåò
áûòü 37.

Ñïîñîá 2. Ðàçîáü¼ì ÷èñëà îò 1 äî 18 íà ïàðû: 1 è 18, 2 è 17, . . . , 9 è 10, � è ñëîæèì ÷èñëà â
êàæäîé ïàðå. Òåïåðü íà äîñêå íàïèñàíû òîëüêî ÷èñëà îò 19 äî 36. Íè îäíî èç íèõ íå ðàâíî 37, à
ñóììà ëþáûõ õîòÿ áû äâóõ � ñòðîãî áîëüøå 37.

Çàäà÷à 3. Ïàðòèþ íîâîãîäíèõ øàðîâ íåîáõîäèìî ñëîæèòü â êîðîáêè òàê, ÷òîáû â êàæäîé êîðîáêå
ëåæàëè øàðèêè. Åñëè èñïîëüçîâàòü êîðîáêè âìåñòèìîñòüþ 100 øàðîâ, òî ðîâíî îäíà êîðîáêà îñòà-
íåòñÿ íå ïîëíîñòüþ çàïîëíåííîé. Åñëè âçÿòü íà 11 êîðîáîê áîëüøå, íî â êîòîðûå ïîìåùàåòñÿ ïî 70
øàðîâ, òî âíîâü ðîâíî îäíà êîðîáêà îñòàíåòñÿ íå ïîëíîñòüþ çàïîëíåííîé. Åñëè æå âçÿòü åù¼ íà 5
êîðîáîê áîëüøå, íî âìåñòèìîñòüþ 60 øàðîâ, òî âñå êîðîáêè áóäóò ïîëíûìè. Ñêîëüêî øàðîâ ìîãëî
áûòü â ïàðòèè?

Îòâåò: 2460.

Ðåøåíèå. Ïóñòü n � ÷èñëî êîðîáîê ïî 60 øàðîâ. Òîãäà ÷èñëî øàðîâ ðàâíî 60n. ×èñëî êîðîáîê ïî
70 øàðîâ ðàâíî n− 5. Îäíà êîðîáêà îêàçûâàåòñÿ íåïîëíîé, ïîýòîìó 70(n− 5) > 60n. Ïàðòèÿ øàðîâ
íå ïîìåùàåòñÿ â n− 6 êîðîáîê, ïîýòîìó 70(n− 6) < 60n. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèòåëüíî
ê êîðîáêàì ïî 100 øàðîâ äàþò íåðàâåíñòâà 100(n−16) > 60n è 100(n−17) < 60n. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó
íåðàâåíñòâ 

70(n− 5) > 60n,
70(n− 6) < 60n,
100(n− 16) > 60n,
100(n− 17) < 60n.

Îòêóäà n > 35, n < 42, 2n > 80, 2n < 85. Çíà÷èò, 36 6 n, n 6 41, 41 6 n, n 6 42. Åäèíñòâåííîå
ïîäõîäÿùåå n ðàâíî 41.
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Çàäà÷à 4. Âåêòîðû ~a1, ~a2, ~a3, ~a4, ðàñïîëîæåííûå â îäíîé ïëîñêîñòè ñ âåêòîðîì ~b, èìåþò ðàâíóþ
äëèíó, îòëè÷íóþ îò äëèíû âåêòîðà ~b. Èçâåñòíî, ÷òî 9~a1 − 4~a2 − 5~b = 16~a3 − 9~a4 − 7~b = ~0, |~a1 −~b| = 8.

Íàéäèòå |~a3 −~b|.
Îòâåò: 9.

Ðåøåíèå. Èç ïðàâèëà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî, óêàçàííîå â óñëîâèè, ìîæåò âûïîëíÿòü-
ñÿ, òîëüêî åñëè 9|~a1| 6 4|~a2| + 5|~b|, íî ïîñêîëüêó |~ai| 6= |~b|, òî |~b| > |~a1| = |~a2|. Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà
ñëåäóåò, ÷òî |~b| > |~a3| = |~a4|.
À òåïåðü çàïèøåì èõ â ñëåäóþùåì âèäå: 4(~a2 − ~b) = 9(~a1 − ~b), 16(~a3 − ~b) = 9(~a4 − ~b). Îòñþäà

ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû ~a1 −~b è ~a2 −~b îäèíàêîâî íàïðàâëåíû, ïðè÷åì |~a2 −~b| = 9
4
· |~a1 −~b| = 9

4
· 8 = 18.

Àíàëîãè÷íî, îäèíàêîâî íàïðàâëåííûìè âåêòîðàìè ÿâëÿþòñÿ ~a3 −~b è ~a4 −~b.

1A

2A
3A

4A

M

O

1a
r

2a
r

3a
r

4a
r

.

b
r

Íà ðèñóíêå âûøå
−−→
OM = ~b,

−−→
OA1 = ~a1,

−−→
OA2 = ~a2,

−−→
OA3 = ~a3,

−−→
OA4 = ~a4. Ïî óñëîâèþ |~a1| = |~a2| =

|~a3| = |~a4|. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè A1, A2, A3, A4 ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Ïî

òåîðåìå î äâóõ ñåêóùèõ MA1 ·MA2 = MA3 ·MA4, íî MA1 = |~a1 − ~b| = 8, MA2 = |~a2 − ~b| = 18,

MA3 = |~a3 −~b|, MA4 = |~a4 −~b| = 16
9
MA3. Ñëåäîâàòåëüíî, 8 · 18 = 16

9
·MA2

3. Çíà÷èò, MA3 = 9.

Çàäà÷à 5. Ïðî äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c èçâåñòíî, ÷òî{
ac− 2 = 9b2,

3bc− 2 = a2

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ, ÷åìó ìîæåò áûòü ðàâíî ab.

Îòâåò: (0; +∞).

Ðåøåíèå. Âû÷òåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå, ïîëó÷èì

c(a− 3b) = (3b− a)(3b+ a) è (a− 3b)(a+ 3b+ c) = 0.

Åñëè a+3b+c = 0, òî a = −3b−c è ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïðèâîäèòñÿ ê âèäó 27b2

4
+(3b

2
+c)2 = −2,

÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, a = 3b è ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ 3bc = 9b2 + 2, êîòîðîå èìååò
ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî c ïðè âñåõ b 6= 0: c = 9b2+2

3b
. Òàêèì îáðàçîì, ab = 3b2 > 0, ïðè ýòîì ëþáîå
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ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå d > 0 ïðîèçâåäåíèå ab ìîæåò ïðèíÿòü: äîñòàòî÷íî âçÿòü b =
√

d
3
, a = 3b, c =

9b2+2
3b

.

Çàäà÷à 6. Ðåøèòå óðàâíåíèå

sin
88π2

x
=

1

cos 3x
.

Îòâåò: −16π, −176π
3
, 176π, 16π

3
.

Ðåøåíèå. Äîìíîæèì íà çíàìåíàòåëü

sin
88π2

x
· cos 3x = 1.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè îãðàíè÷åíû, ïîýòîìó∣∣∣∣sin 88π2

x

∣∣∣∣ 6 1, |cos 3x| 6 1.

Ðàâåíñòâî â ïðîèçâåäåíèè âîçìîæíî, åñëè

 sin
88π2

x
= 1,

cos 3x = 1, sin
88π2

x
= −1,

cos 3x = −1.

Òîãäà 

 88π2

x
=
π

2
+ 2πm, m ∈ Z

3x = 2πn, n ∈ Z 88π2

x
= −π

2
+ 2πm, m ∈ Z

3x = π + 2πn, n ∈ Z

Âòîðàÿ ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé, âåäü ïîñëå ïåðåìíîæåíèÿ ðàâåíñòâ, äîìíîæåíèÿ íà 2
π2 , ïîëó÷àåì

2 · 3 · 88 = (1 + 2n)(−1 + 4m), ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ öåëûõ n è m. ×òîáû ñóùåñòâîâàëî ðåøåíèå ïåðâîé
ñèñòåìû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

88π2 · 3 = 2πn ·
(π

2
+ 2πm

)
,

ò.å. 23 · 3 · 11 = n(4m + 1). Ó ÷èñëà 23 · 3 · 11 èìååòñÿ 4 äåëèòåëÿ âèäà 4m + 1: ýòî 1, 3 · 11, −3, −11,
îòêóäà m = 0, m = 8, m = −1, m = −3, îòêóäà è ñëåäóåò îòâåò.

Çàäà÷à 7. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè√
x21 + 12 +

√
x22 + 22 +

√
x23 + 32 + . . .+

√
x22024 + 20242

äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ x1, x2, . . . , x2024, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà k, ðàâíî 2024 ·2025. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè
ïàðàìåòðà k òàêîå âîçìîæíî?

Îòâåò: òîëüêî 2025 · 1012 ·
√

3.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ïî îñè x ïîñëåäîâàòåëüíî îòëîæèòü îò-
ðåçêè äëèíû x1, x2, . . . , x2024, à ïî îñè y ñîîòâåòñòâåííî îòðåçêè ðàâíûå ïî äëèíå çíà÷åíèÿì ÷ëåíîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, 2, . . . , 2024, òî çíà÷åíèå ôóíêöèè åñòü ñóììà äëèí ãèïîòåíóç ñ ñîîòâåòñòâó-
þùèìè êàòåòàìè (äëèíà ëîìàíîé). Òîãäà íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè � ýòî äëèíà êðàò÷àéøåé
ëîìàíîé, ò. å. äëèíà îòðåçêà (ãèïîòåíóçà òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè k è 1 + 2 + . . .+ 2024).
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Ýòî àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Ïðîñóììèðóåì åå

1 + 2 + . . .+ 2024 =
2024 · 2025

2
= 2025 · 1012.

Òîãäà çíà÷åíèå ïàðàìåòðà íàéäåì èç ðàâåíñòâà

√
k2 + 20252 · 10122 = 2024 · 2025.

Òî åñòü k =
√

20252 · 20242 − 20252 · 10122 = 2025 · 1012 ·
√

3.

Çàäà÷à 8. Îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû íà íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü
ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàìì ñ îñòðûì óãëîì 60◦. Íàéäèòå îáú¼ì ïèðàìèäû, åñëè å¼ áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü
ðàâíà 54.

Îòâåò: 36.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû DABC ñ âåðøèíîé D ðàâíà a, à áîêîâîå ðåáðî ðàâíî
b. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîåêöèè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü äâå ïàðû ñêðåùèâàþùèõñÿ ð¼áåð, íàïðèìåð
AB, CD, BC è AD, ïðîåêöèè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñòîðîíàìè ïàðàëëåëîãðàììà A1B1C1D1 (ðèñóíîê
íèæå).

a

b

A
B

C

D

M

N

P

Q

1A
1B

1C
1D

1M

1N

Ω1P1Q

Ïóñòü MN � îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð ïàðû ð¼áåð BC è AD, à PQ � îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð ñêðå-
ùèâàþùèõñÿ ð¼áåð BC è AD. Ïëîñêîñòü ïðîåêöèè Ω ïàðàëëåëüíà êàê MN , òàê è PQ, ïîñêîëüêó
îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé ïèðàìèäû ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàìì. Îòðåçêè MN è PQ ïðîåêòèðóþòñÿ
íà ïëîñêîñòü Ω áåç èçìåíåíèÿ äëèíû â âûñîòû ïàðàëëåëîãðàììà M1N1 è P1Q1. Ïîñêîëüêó ïèðàìè-
äà ïðàâèëüíàÿ, MN = PQ. Ñëåäîâàòåëüíî, M1N1 = P1Q1. Â ïàðàëëåëîãðàììå A1B1C1D1 âûñîòû,
ïðîâåä¼ííûå ê ñìåæíûì ñòîðîíàì, ðàâíû � çíà÷èò, ïàðàëëåëîãðàìì ÿâëÿåòñÿ ðîìáîì.
Ïóñòü ðåáðî AB íàêëîíåíî ê ïëîñêîñòè Ω ïîä óãëîì α, òîãäà ðåáðî CD, êîòîðîå ïåðïåíäèêóëÿðíî

AB, íàêëîíåíî ïîä óãëîì 90◦ − α. Îòñþäà a cosα = b sinα.
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Îáîçíà÷èì a
b

= λ. Òîãäà tgα = λ, A1B1 = a cosα = a√
1+λ2

.
Íàéä¼ì ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ð¼áðàìè ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû êàê

âûñîòó ñå÷åíèÿ DMC: MC · H = b · MN , a
√
3

2
·
√
b2 − a2

3
= b · MN , îòêóäà MN = a

2b

√
3b2 − a2 =

a
2

√
3− λ2. Òîãäà ñèíóñ îñòðîãî óãëà ïèðàìèäû ðàâåí sinϕ = M1N1

A1D1
= MN

A1B1
. Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå

âûðàæåíèÿ è äàííîå â óñëîâèè çíà÷åíèå ϕ = 60◦, ïîëó÷èì
√
3
2

= 1
2

√
3− λ2

√
1 + λ2, îòêóäà λ = 0 (÷òî

íåâîçìîæíî) èëè λ2 = 2.

Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ðàâíà S = 3a
2

√
b2 − a2

4
= 3a2

4
·
√
4−λ2
λ

. Ïîäñòàâèâ S = 54 è λ =
√

2,

íàéä¼ì a2 = 72 è b2 = a2

λ2
= 36.

Îáú¼ì ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû ðàâåí V = a2

12

√
3b2 − a2 = 6

√
108− 72 = 36.

Çàäà÷à 9. Ôóíêöèÿ f , îïðåäåë¼ííàÿ íà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ, ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷å-
íèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ x è y âûïîëíåíî ðàâåíñòâî f(x)f(y) = f(5x − y).
Íàéäèòå âñå òàêèå ôóíêöèè f .

Îòâåò: f(x) = 0 è f(x) = 1.

Ðåøåíèå. Ïîäñòàâèì y = 5x − z, òîãäà f(x)f(5x − z) = f(z). Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî x âûïîëíåíî
f(x) = 0, òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî è äëÿ ëþáîãî z âûïîëíåíî f(z) = 0, ò.å. ôóíêöèÿ ïîñòîÿííàÿ è ðàâíà
íóëþ.
Åñëè æå ôóíêöèÿ íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, òî ïîäñòàâèì y = 2,5x. Òîãäà f(x)f(2,5x) = f(2,5x),

ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà f(2,5x) 6= 0, ïîëó÷àåì f(x) = 1, ò.å. ôóíêöèÿ ïîñòîÿííàÿ è ðàâíà 1.

Çàäà÷à 10. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

a1 = 1, an+1 − an =
√
an + an+1 ïðè âñåõ n > 1.

Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü a2023?

Îòâåò: òîëüêî 1012 · 2023 = 2047276.

Ðåøåíèå. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî an = n(n+1)
2

. Áàçà (n = 1) î÷åâèäíà. Èç ôîðìóëû â óñëîâèè
ñëåäóåò, ÷òî

(an+1 − an)2 = an + an+1, ò.å a2n+1 − (2an + 1)an+1 + a2n − an = 0.

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî an+1, ïîëó÷èì

an+1 =
2an + 1±

√
8an + 1

2
=
n(n+ 1) + 1±

√
4n(n+ 1) + 1

2
=

=
n2 + n+ 1± (2n+ 1)

2
.

Òàê êàê ïî óñëîâèþ an+1 > an, òî

an+1 =
n2 + n+ 1 + (2n+ 1)

2
=

(n+ 1)(n+ 2)

2
.

Èòàê, a2023 = 2024·2023
2

= 2047276.
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Âàðèàíò IV

Çàäà÷à 1. Âñå ÷ëåíû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ïîëîæèòåëüíû. Ñóììà ïåðâûõ 9 ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè
ðàâíà 2,75, à ñóììà îáðàòíûõ âåëè÷èí ýòèõ ÷ëåíîâ ðàâíà 44. Íàéòè ïÿòûé ÷ëåí ïðîãðåññèè.

Îòâåò: 1
4
.

Ðåøåíèå. Ïóñòü a1, a2, . . . , � íàøà ïðîãðåññèÿ, q � å¼ ÷àñòíîå; ai = a1 · qi−1. Ïî óñëîâèþ

2,75 = a1 + a2 + . . .+ a9 = a1 ·
(
1 + q + . . .+ q8

)
44 =

1

a1
+

1

a2
+ . . .+

1

a9
=

1

a1
·
(

1 +
1

q
+ . . .+

1

q8

)
=

1

a1
· 1 + q + . . .+ q8

q8
.

Ïîäåëèì ïåðâîå âûðàæåíèå íà âòîðîå, ïîëó÷èì

2,75

44
= a21 · q8,

îòêóäà a25 = a21q
8 = 1

16
. Ïîñêîëüêó âñå ÷ëåíû ïðîãðåññèè ïîëîæèòåëüíû, òî a6 = 1

4
.

Çàäà÷à 2. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà 1
2
, 1

4
, 1

8
, . . . , 1

224
. Çà îäíó îïåðàöèþ Ñàøà ìîæåò âûáðàòü äâà

÷èñëà íà äîñêå, ñòåðåòü èõ è çàïèñàòü íà äîñêó ïðîèçâåäåíèå ñò¼ðòûõ ÷èñåë. Òàêèìè îïåðàöèÿìè
îí õî÷åò äîáèòüñÿ, ÷òîáû íà äîñêå íå íàøëèñü îäíî èëè íåñêîëüêî ÷èñåë, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ
ðàâíî 1

225
(ïðîèçâåäåíèå îäíîãî ÷èñëà � ýòî ñàìî ýòî ÷èñëî). Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé

ïðèä¼òñÿ ñäåëàòü Ñàøå?

Îòâåò: 6.

Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ìåíüøå ÷åì 6 îïåðàöèÿìè Ñàøå íå îáîéòèñü. Ðàçîáü¼ì ÷èñëà
íà ïàðû: 1

2
è 1

224
, 1

22
è 1

223
, . . . , 1

212
è 1

213
. Çàìåòèì, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäíîé ïàðå îñòàíóòñÿ îáà ÷èñëà,

òî íà äîñêå îñòàíóòñÿ ÷èñëà, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî 1
225
. Çíà÷èò, â êàæäîé ïàðå õîòÿ áû îäíî

èç ÷èñåë äîëæíî áûëî ó÷àñòâîâàòü õîòÿ áû â îäíîé îïåðàöèè. Â êàæäîé îïåðàöèè ó÷àñòâóþò äâà
÷èñëà, ïîýòîìó ïîíàáîäèòüñÿ íà ìåíåå 6 îïåðàöèé.
Òåïåðü ïîêàæåì, êàê Ñàøà ìîæåò ñïðàâèòüñÿ çà 6 îïåðàöèé.
Ñïîñîá 1. Ðàçîáü¼ì âñå ÷èñëà ñ íå÷¼òíûìè ïîêàçàòåëÿìè 1

2
, 1

23
, . . . , 1

223
íà ïàðû ïðîèçâîëüíûì

îáðàçîì, è ïåðåìíîæèì âñå ÷èñëà â ïàðàõ. Òåïåðü íà äîñêå íàïèñàíû òîëüêî ÷èñëà ñ ÷¼òíûìè ïîêà-
çàòåëÿìè â ñòåïåíè. Ñóììà ÷¼òíûõ ÷èñåë íå ìîæåò áûòü 25.

Ñïîñîá 2. Ðàçîáü¼ì ÷èñëà îò 1
2
äî 1

212
íà ïàðû: 1

2
è 1

212
, 1

22
è 1

211
, . . . , 1

26
è 1

27
, � è ïåðåìíîæèì ÷èñëà

â êàæäîé ïàðå. Òåïåðü íà äîñêå íàïèñàíû òîëüêî ÷èñëà îò 1
213

äî 1
224
. Íè îäíî èç íèõ íå ðàâíî 1

225
, à

ïðîèçâåäåíèå ëþáûõ õîòÿ áû äâóõ � ñòðîãî ìåíüøå 1
225
.

Çàäà÷à 3. Ïàðòèþ íîâîãîäíèõ øàðîâ íåîáõîäèìî ñëîæèòü â êîðîáêè òàê, ÷òîáû â êàæäîé êîðîáêå
ëåæàëè øàðèêè. Åñëè èñïîëüçîâàòü êîðîáêè âìåñòèìîñòüþ 70 øàðîâ, òî ðîâíî îäíà êîðîáêà îñòà-
íåòñÿ íå ïîëíîñòüþ çàïîëíåííîé. Åñëè âçÿòü íà 7 êîðîáîê áîëüøå, íî â êîòîðûå ïîìåùàåòñÿ ïî 50
øàðîâ, òî âíîâü ðîâíî îäíà êîðîáêà îñòàíåòñÿ íå ïîëíîñòüþ çàïîëíåííîé. Åñëè æå âçÿòü åù¼ íà 5
êîðîáîê áîëüøå, íî âìåñòèìîñòüþ 40 øàðîâ, òî âñå êîðîáêè áóäóò ïîëíûìè. Ñêîëüêî øàðîâ ìîãëî
áûòü â ïàðòèè?

Îòâåò: 1160.

Ðåøåíèå. Ïóñòü n � ÷èñëî êîðîáîê ïî 40 øàðîâ. Òîãäà ÷èñëî øàðîâ ðàâíî 40n. ×èñëî êîðîáîê ïî
50 øàðîâ ðàâíî n− 5. Îäíà êîðîáêà îêàçûâàåòñÿ íåïîëíîé, ïîýòîìó 50(n− 5) > 40n. Ïàðòèÿ øàðîâ
íå ïîìåùàåòñÿ â n− 6 êîðîáîê, ïîýòîìó 50(n− 6) < 40n. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèòåëüíî
ê êîðîáêàì ïî 70 øàðîâ äàþò íåðàâåíñòâà 70(n − 12) > 40n è 70(n − 13) < 40n. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó
íåðàâåíñòâ 

50(n− 5) > 40n,
50(n− 6) < 40n,
70(n− 12) > 40n,
70(n− 13) < 40n.
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Îòêóäà n > 25, n < 30, 3n > 84, 3n < 91. Çíà÷èò, 26 6 n, n 6 29, 29 6 n, n 6 30. Åäèíñòâåííîå
ïîäõîäÿùåå n ðàâíî 29.

Çàäà÷à 4. Âåêòîðû ~a1, ~a2, ~a3, ~a4, ðàñïîëîæåííûå â îäíîé ïëîñêîñòè ñ âåêòîðîì ~b, èìåþò ðàâíóþ
äëèíó, îòëè÷íóþ îò äëèíû âåêòîðà ~b. Èçâåñòíî, ÷òî 2~a1 + ~a2 + 3~b = ~a3 + 8~a4 + 9~b = ~0, |~a1 +~b| = 4.

Íàéäèòå |~a4 +~b|.
Îòâåò: 2.

Ðåøåíèå. Ðåøåíèå. Èç ïðàâèëà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî, óêàçàííîå â óñëîâèè, ìîæåò
âûïîëíÿòüñÿ, òîëüêî åñëè 3|~b| 6 2|~a1| + |~a2|, íî ïîñêîëüêó |~ai| 6= |~b|, òî |~b| < |~ai| (i = 1, 2, 3, 4). Òîò
æå âûâîä ñëåäóåò è èç âòîðîãî ðàâåíñòâà.
À òåïåðü çàïèøåì èõ â ñëåäóþùåì âèäå: ~a2 +~b = −2(~a1 +~b), ~a3 +~b = −8(~a4 +~b). Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî âåêòîðû ~a1 +~b è ~a2 +~b ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû, ïðè÷åì |~a2 +~b| = 2 · |~a1 +~b| = 2 · 4 = 8.

Àíàëîãè÷íî, ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè âåêòîðàìè ÿâëÿþòñÿ ~a3 +~b è ~a4 +~b.

.

.1a
r

2a
r

3a
r

4a
r

b
r

O

1A

2A

3A

4A

M

Íà ðèñóíêå âûøå
−−→
MO = ~b,

−−→
OA1 = ~a1,

−−→
OA2 = ~a2,

−−→
OA3 = ~a3,

−−→
OA4 = ~a4. Ïî óñëîâèþ |~a1| = |~a2| = |~a3| =

= |~a4|. Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè A1, A2, A3, A4 ëåæàò íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Ïî òåîðåìå î

ïåðåñåêàþùèõñÿ õîðäàõ çàïèøåì MA1 ·MA2 = MA3 ·MA4, íîMA1 = |~b+~a1| = 4,MA2 = |~a2+~b| = 8,

MA3 = |~b+ ~a3| = 8 · |~b+ ~a4| = 8 ·MA4. Ñëåäîâàòåëüíî, 4 · 8 = 8 · |~a4 +~b|2. Çíà÷èò, |~a4 +~b| = 2.

Çàäà÷à 5. Ïðî äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c èçâåñòíî, ÷òî{
ac− 1 = 9b2,

3bc− 1 = a2

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ, ÷åìó ìîæåò áûòü ðàâíî ab.

Îòâåò: (0; +∞).

Ðåøåíèå. Âû÷òåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå, ïîëó÷èì

c(a− 3b) = (3b− a)(3b+ a) è (a− 3b)(a+ 3b+ c) = 0.

Åñëè a+3b+c = 0, òî a = −3b−c è ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû ïðèâîäèòñÿ ê âèäó 27b2

4
+(3b

2
+c)2 = −1,

÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, a = 3b è ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ 3bc = 9b2 + 1, êîòîðîå èìååò
ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî c ïðè âñåõ b 6= 0: c = 9b2+1

3b
. Òàêèì îáðàçîì, ab = 3b2 > 0, ïðè ýòîì ëþáîå
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ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå d > 0 ïðîèçâåäåíèå ab ìîæåò ïðèíÿòü: äîñòàòî÷íî âçÿòü b =
√

d
3
, a = 3b, c =

9b2+1
3b

.

Çàäà÷à 6. Ðåøèòå óðàâíåíèå

cos
88π2

x
=

1

sin 7x
.

Îòâåò: −11π
14
, −π

2
, π

14
, 11π

2
.

Ðåøåíèå. Äîìíîæèì íà çíàìåíàòåëü

cos
88π2

x
· sin 7x = 1.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè îãðàíè÷åíû, ïîýòîìó∣∣∣∣cos
88π2

x

∣∣∣∣ 6 1, |sin 7x| 6 1.

Ðàâåíñòâî â ïðîèçâåäåíèè âîçìîæíî, åñëè

 cos
88π2

x
= 1,

sin 7x = 1, cos
88π2

x
= −1,

sin 7x = −1.

Òîãäà 


88π2

x
= 2πn, n ∈ Z

7x =
π

2
+ 2πm, m ∈ Z

88π2

x
= π + 2πn, n ∈ Z

7x = −π
2

+ 2πm, m ∈ Z

Âòîðàÿ ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé, âåäü ïîñëå ïåðåìíîæåíèÿ ðàâåíñòâ, äîìíîæåíèÿ íà 2
π2 , ïîëó÷àåì

2 · 3 · 88 = (1 + 2n)(−1 + 4m), ÷òî íåâîçìîæíî äëÿ öåëûõ n è m. ×òîáû ñóùåñòâîâàëî ðåøåíèå ïåðâîé
ñèñòåìû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

88π2 · 7 = 2πn ·
(π

2
+ 2πm

)
,

ò.å. 23 · 7 · 11 = n(4m + 1). Ó ÷èñëà 23 · 7 · 11 èìååòñÿ 4 äåëèòåëÿ âèäà 4m + 1: ýòî 1, 7 · 11, −7, −11,
îòêóäà m = 0, m = 19, m = −2, m = −3, îòêóäà è ñëåäóåò îòâåò.

Çàäà÷à 7. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè√
x21 + 12 +

√
x22 + 22 +

√
x23 + 42 + . . .+

√
x22024 + (22023)2

äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ x1, x2, . . . , x2024, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà k, ðàâíî 22024. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè
ïàðàìåòðà k òàêîå âîçìîæíî?

Îòâåò: òîëüêî
√

2 · 22025 − 1.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ïî îñè x ïîñëåäîâàòåëüíî îòëîæèòü îò-
ðåçêè äëèíû x1, x2, . . . , x2024, à ïî îñè y ñîîòâåòñòâåííî îòðåçêè ðàâíûå ïî äëèíå çíà÷åíèÿì ÷ëåíîâ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, 2, . . . , 22023, òî çíà÷åíèå ôóíêöèè åñòü ñóììà äëèí ãèïîòåíóç ñ ñîîòâåòñòâó-
þùèìè êàòåòàìè (äëèíà ëîìàíîé). Òîãäà íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè � ýòî äëèíà êðàò÷àéøåé
ëîìàíîé, ò. å. äëèíà îòðåçêà (ãèïîòåíóçà òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè k è 1 + 2 + . . .+ 22023).
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Ýòî ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ. Ïðîñóììèðóåì åå

1 + 2 + . . .+ 22023 = 22024 − 1.

Òîãäà çíà÷åíèå ïàðàìåòðà íàéäåì èç ðàâåíñòâà√
k2 + (22024 − 1)2 = 22024.

Òî åñòü k =
√

(22024)2 − (22024 − 1)2 =
√

2 · 22024 − 1.

Çàäà÷à 8. Îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû íà íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü
ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàìì, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà 6

√
15. Íàéäèòå îáú¼ì ïèðàìèäû, åñëè å¼ áîêîâàÿ

ïîâåðõíîñòü ñîñòàâëÿåò 15
√

15.

Îòâåò: 10
√

15.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû DABC ñ âåðøèíîé D ðàâíà a, à áîêîâîå ðåáðî ðàâíî
b. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîåêöèè äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü äâå ïàðû ñêðåùèâàþùèõñÿ ð¼áåð, íàïðèìåð
AB, CD, BC è AD, ïðîåêöèè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñòîðîíàìè ïàðàëëåëîãðàììà A1B1C1D1 (ðèñóíîê
íèæå).

a

b

A
B

C

D

M

N

P

Q

1A
1B

1C
1D

1M

1N

Ω1P1Q

Ïóñòü MN � îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð ïàðû ð¼áåð BC è AD, à PQ � îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð ñêðå-
ùèâàþùèõñÿ ð¼áåð BC è AD. Ïëîñêîñòü ïðîåêöèè Ω ïàðàëëåëüíà êàê MN , òàê è PQ, ïîñêîëüêó
îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé ïèðàìèäû ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàìì. Îòðåçêè MN è PQ ïðîåêòèðóþòñÿ
íà ïëîñêîñòü Ω áåç èçìåíåíèÿ äëèíû â âûñîòû ïàðàëëåëîãðàììà M1N1 è P1Q1. Ïîñêîëüêó ïèðàìè-
äà ïðàâèëüíàÿ, MN = PQ. Ñëåäîâàòåëüíî, M1N1 = P1Q1. Â ïàðàëëåëîãðàììå A1B1C1D1 âûñîòû,
ïðîâåä¼ííûå ê ñìåæíûì ñòîðîíàì, ðàâíû � çíà÷èò, ïàðàëëåëîãðàìì ÿâëÿåòñÿ ðîìáîì.
Ïóñòü ðåáðî AB íàêëîíåíî ê ïëîñêîñòè Ω ïîä óãëîì α, òîãäà ðåáðî CD, êîòîðîå ïåðïåíäèêóëÿðíî

AB, íàêëîíåíî ïîä óãëîì 90◦ − α. Îòñþäà a cosα = b sinα.
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Îáîçíà÷èì a
b

= λ. Òîãäà tgα = λ, A1B1 = a cosα = a√
1+λ2

. Ïëîùàäü ðîìáà ðàâíà S = A1B1 ·M1N1 =
a√

1+λ2
·MN .

Íàéä¼ì ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ð¼áðàìè ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû êàê

âûñîòó ñå÷åíèÿ DMC: MC · H = b · MN , a
√
3

2
·
√
b2 − a2

3
= b · MN , îòêóäà MN = a

2b

√
3b2 − a2 =

a
2

√
3− λ2. Òîãäà S = a2

2

√
3−λ2
1+λ2

.

Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû ðàâíà S = 3a
2

√
b2 − a2

4
= 3a2

4
·
√
4−λ2
λ

.

Ïî óñëîâèþ a2

2

√
3−λ2
1+λ2

= 6
√

15, 3a2

4
·
√
4−λ2
λ

= 15
√

15. Èñêëþ÷èì èç ýòèõ óðàâíåíèé a, ïîëó÷èì

λ
√
3−λ2√

1+λ2
√
4−λ2 = 3

5
. Ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò è óïðîùåíèÿ íàéä¼ì λ2 = 3

2
. Äàëåå, a2 = 60, b2 = 40.

Îáú¼ì ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû ðàâåí V = a2

12

√
3b2 − a2 = 60

√
3

12

√
40− 20 = 10

√
15.

Çàäà÷à 9. Ôóíêöèÿ f , îïðåäåë¼ííàÿ íà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñëàõ, ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå çíà÷å-
íèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ x è y âûïîëíåíî ðàâåíñòâî f(x)f(y) = f(3x − y).
Íàéäèòå âñå òàêèå ôóíêöèè f .

Îòâåò: f(x) = 0 è f(x) = 1.

Ðåøåíèå. Ïîäñòàâèì y = 3x − z, òîãäà f(x)f(3x − z) = f(z). Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî x âûïîëíåíî
f(x) = 0, òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî è äëÿ ëþáîãî z âûïîëíåíî f(z) = 0, ò.å. ôóíêöèÿ ïîñòîÿííàÿ è ðàâíà
íóëþ.
Åñëè æå ôóíêöèÿ íå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, òî ïîäñòàâèì y = 1,5x. Òîãäà f(x)f(1,5x) = f(1,5x),

ïîñëå ñîêðàùåíèÿ íà f(1,5x) 6= 0, ïîëó÷àåì f(x) = 1, ò.å. ôóíêöèÿ ïîñòîÿííàÿ è ðàâíà 1.

Çàäà÷à 10. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (an) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

a0 = 0, a1 6= 0, an+1 = an +
√
an + an+1 ïðè âñåõ n > 0.

Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü a2023?

Îòâåò: òîëüêî 1012 · 2023 = 2047276.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî a1 =
√
a1, îòêóäà a1 = 1.

Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî an = n(n+1)
2

. Áàçà (n = 1) î÷åâèäíà. Èç ôîðìóëû â óñëîâèè ñëåäóåò, ÷òî

(an+1 − an)2 = an + an+1, ò.å a2n+1 − (2an + 1)an+1 + a2n − an = 0.

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî an+1, ïîëó÷èì

an+1 =
2an + 1±

√
8an + 1

2
=
n(n+ 1) + 1±

√
4n(n+ 1) + 1

2
=

=
n2 + n+ 1± (2n+ 1)

2
.

Òàê êàê ïî óñëîâèþ an+1 > an, òî

an+1 =
n2 + n+ 1 + (2n+ 1)

2
=

(n+ 1)(n+ 2)

2
.

Èòàê, a2023 = 2024·2023
2

= 2047276.
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