
Всероссийская олимпиада школьников
II (муниципальный) этап

Математика
10 класс

Общее время выполнения работы – 4 астрономических часа.

Общие критерии оценки:
7 баллов ставится за полностью решенную задачу.
6-7 баллов ставится, если решение верное, но имеются небольшие недочеты.
5-6 баллов ставится, если решение в целом верное, но имеются существенные ошибки, не
влияющие на логику рассуждений.
4 балла ставится, если верно рассмотрен один из двух (более сложный) случай, или в задаче
типа «оценка+пример» верно получена оценка.
2-3 балла ставится, если получены вспомогательные утверждения, помогающие при решении
задачи.
1 балл ставится, если рассмотрены отдельные случаи при отсутствии решения.
0 баллов, ставится, если нет продвижений в решении, даже если при этом дан верный ответ..

Задание 1
Докажите неравенство:
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xy
yx

при | x| < 1, | y| < 1.
Количество баллов 7
Решение
Число 1 + xy всегда положительно. После домножения на это число, неравенство может быть
записано в виде (1±x)(1±y) > 0, что всегда верно.

Задание 2
На дереве растет 2011 апельсинов и 2010 бананов. Разрешено срывать одновременно два
фрукта. Если срывают два одинаковых фрукта, то вместо них мгновенно вырастает один
банан. Если же срывают два разных фрукта, то вместо них мгновенно вырастает один
апельсин. Через некоторое время на дереве остался один фрукт. Что это за фрукт - банан или
апельсин?
Количество баллов 7
Ответ
Апельсин.
Решение
Заметим, что в результате срывания двух бананов или одного банана и одного апельсина
количество апельсинов не меняется, а в результате срывания двух апельсинов количество
апельсинов уменьшается на 2. Таким образом, четность числа апельсинов никогда не
меняется. Вначале было нечетное число апельсинов. Значит, последним фруктом на дереве
мог оказаться только апельсин.

Задание 3
Площадь трапеции равна 1. Какую наименьшую величину может иметь наибольшая
диагональ этой трапеции?



Количество баллов 7
Ответ

2
Решение
Длины диагоналей трапеции обозначим через d1 и d2, длины их проекций на основание –
через p1 и p2, длины оснований – через a и b, высоту – через h. Пусть для определенности
d1d2. Тогда p1p2. Ясно, что p1 + p2a + b. Поэтому p1(a + b)/2 = S/h = 1/h. Следовательно,
d12 = p12 + h21/h2 + h22, причем равенство достигается, только если p1 = p2 = h = 1. При этом
d1 = 2 .

Задание 4
Существуют ли числа p и q такие, что уравнения x2+(p–1)x+q=0 и x2+(p+1)x+q=0 имеют по
два различных корня, а уравнение x2+px+q=0 не имеет корней?
Количество баллов 7
Ответ
Да, существуют.
Решение
Например, p=0 , q=0,1. Тогда первые два уравнения имеют одинаковый положительный
дискриминант ( D=(1)2–4·0,1>0 ), а третье уравнение имеет вид: x2+0,1=0
Отметим, что приведенный пример – далеко не единственный, но в любом из верных
примеров для числа р должно выполняться неравенство: –0,5 < p < 0,5 . Действительно,
(р+1)2–4q> 0 и (р–1)2–4q > 0 , а р2–4q < 0 . Следовательно,
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Число q подбирается в зависимости от р .

Задание 5
На доске записаны числа 1, 2, 3, ..., 1000. Двое по очереди стирают по одному числу. Игра
заканчивается, когда на доске остаются два числа. Если их сумма делится на три, то
побеждает тот, кто делал первый ход, если нет – то его партнер. Кто из них выиграет при
правильной игре?
Количество баллов 7
Ответ
Выигрывает партнер игрока, делающего первый ход.
Решение
Укажем, как партнер начинающего может гарантировать себе выигрыш.
В начале партии он должен стирать числа, кратные 3 до тех пор, пока таковых не останется.
Поскольку количество чисел, не превосходящих 1000 и кратных 3, равно 333, то партнеру
начинающего понадобится не более 333 ходов для того, чтобы ни одно из оставшихся на
доске чисел не делилось на 3 (некоторые из чисел, кратных 3, могут быть стерты и
начинающим). После этого партнер начинающего делает свои ходы произвольно вплоть до
того момента, когда на доске останутся три числа. Каждое из них будет давать остаток 1 и 2
при делении на 3, поэтому среди трех остающихся на доске чисел обязательно найдутся два,
дающие одинаковые остатки. Именно их должен оставить партнер начинающего (сумма не
будет делиться на 3).


