
Всероссийская олимпиада школьников
II (муниципальный) этап

Математика
11 класс

Общее время выполнения работы – 4 астрономических часа.

Общие критерии оценки:
7 баллов ставится за полностью решенную задачу.
6-7 баллов ставится, если решение верное, но имеются небольшие недочеты.
5-6 баллов ставится, если решение в целом верное, но имеются существенные ошибки, не
влияющие на логику рассуждений.
4 балла ставится, если верно рассмотрен один из двух (более сложный) случай, или в задаче
типа «оценка+пример» верно получена оценка.
2-3 балла ставится, если получены вспомогательные утверждения, помогающие при решении
задачи.
1 балл ставится, если рассмотрены отдельные случаи при отсутствии решения.
0 баллов, ставится, если нет продвижений в решении, даже если при этом дан верный ответ..

Задание 1
При каких значениях c числа sinα и cosα являются корнями квадратного уравнения 5x2–
3x+c=0 ( α – некоторый угол)?
Количество баллов 7
Ответ
При c = –1,6.
Решение
Пусть sinα и cosα – корни данного квадратного уравнения, тогда из теоремы Виета следует,
что sinα+ cosα=0,6 . Тогда ( sinα+ cosα)2=0,36  1+2 sinα cosα=0,36  2 sinα cosα=-0,64 
sinα cosα=-0,32 . Следовательно, c/5 = –0,32 , то есть, c= –1,6. Наличие корней у квадратного
уравнения следует из обратной теоремы Виета или из того, что дискриминант
получившегося квадратного уравнения положителен. Корни полученного уравнения
действительно являются синусом и косинусом некоторого угла, так как уравнение sinα+
cosα=0,6 sin(α+/4) = (32)/10 , которое имеет корни.

Задание 2
На сторонах параллелограмма вне его построены квадраты. Доказать, что их центры лежат в
вершинах некоторого квадрата.
Количество баллов 7
Решение
Пусть P, Q и R – центры квадратов, построенных на сторонах DA, AB и BC параллелограмма
с острым углом  при вершине A. Легко проверить, что PAQ = 90o +  = RBQ, а значит,
PAQ = RBQ. Стороны AQ и BQ этих треугольников перпендикулярны, поэтому PQQR.

Задание 3
Докажите, что уравнение x2+y3=z5 имеет бесконечно много решений в натуральных числах.
Количество баллов 7
Решение
Будем искать решение в виде x=2k, y=2m, z=2n. Уравнение принимает вид 22k+23m=25n.
Положим далее k=3s, m=2s. После этого имеем: 26s+26s=25n, или 26s+1=25n. Осталось подобрать



значения s и n так, чтобы выполнялось равенство 6s+1=5n. Для этого можно приравнять оба
числа 6s+1, 5n к числу 30t+25 (числа вида 30t+25 делятся на 5 и дают остаток 1 при делении
на 6). Окончательно, положим s=5t+4, n=6t+5. Итак, нами получена бесконечная серия
решений данного уравнения: x=215t+12; y=210t+8; z=26t+5. Здесь t может быть любым
натуральным числом.

Задание 4
Дана функция
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Найдите f(.. f(f(19))..)95 раз
Количество баллов 7
Ответ
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Решение
Пусть x – произвольное число, отличное от 0 и 1. Тогда
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Далее значения f(… f(f(x))...) будут повторяться с периодом 3. Так как 95 при делении на 3
дает остаток 2, то
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Задание 5
Двое играющих по очереди увеличивают натуральное число так, чтобы при каждом
увеличении разность между новым и старым значениями числа была бы больше нуля, но
меньше старого значения. Начальное значение числа равно 2. Выигравшим считается тот, в
результате хода которого получится 2010. Кто выигрывает при правильной игре:
начинающий или его партнёр?
Количество баллов 7
Ответ
Первый игрок выигрывает.
Решение
В последовательности 2010, 1005, 502, 251, 125, 62, 31, 15, 7, 3 каждое следующее число
является неполным частным от деления предыдущего на 2 с остатком. Докажем, что это
последовательность выигрышных чисел (т. е. что игрок, назвавший одно из этих чисел,
имеет выигрышную стратегию). Число 2010 является выигрышным по условию. Пусть число
2k или 2k + 1 (k > 2) – выигрышное. Тогда и k – выигрышное число. Действительно, если
первый игрок называет число k, то второй может назвать только число из отрезка [k + 1, 2k –
1], после чего первый может назвать и 2k, и 2k + 1.


