
Всероссийская олимпиада школьников
II (муниципальный) этап

Математика
9 класс

Общее время выполнения работы – 4 астрономических часа.

Общие критерии оценки:
7 баллов ставится за полностью решенную задачу.
6-7 баллов ставится, если решение верное, но имеются небольшие недочеты.
5-6 баллов ставится, если решение в целом верное, но имеются существенные ошибки, не
влияющие на логику рассуждений.
4 балла ставится, если верно рассмотрен один из двух (более сложный) случай, или в задаче
типа «оценка+пример» верно получена оценка.
2-3 балла ставится, если получены вспомогательные утверждения, помогающие при решении
задачи.
1 балл ставится, если рассмотрены отдельные случаи при отсутствии решения.
0 баллов, ставится, если нет продвижений в решении, даже если при этом дан верный ответ..

Задание 1
Укажите все пары (x; y), для которых выполняется равенство:
(x4 + 1)(y4 + 1) = 4x2y2.
Количество баллов 7
Ответ
(1; 1), (-1; -1), (1; -1), (-1; 1).
Решение
Первый способ.
Раскроем скобки, перенесем все слагаемые в одну часть и сгруппируем: x4y4 + x4 + y4 + 1 –
4x2y2 = 0 (x4y4 - 2x2y2 + 1) + (x4 - 2x2y2 + y4) = 0  (x2y2-1)2 + (x2-y2)2 = 0
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Второй способ.
Используем неравенство о средних: (x4+1)/2x2 и (y4+1)/2y2. Перемножив почленно эти
неравенства, и умножив полученное неравенство на 4, получим, что (x4+1)·(y4+1)  4x2y2,
причем равенство достигается тогда и только тогда, когда x4 = y4 = 1.

Задание 2
На окружности взяты точки A, B, C и D. Прямые AB и CD пересекаются в точке M. Докажите,
что AC . AD/AM = BC . BD/BM.
Количество баллов 7
Ответ
Решение
Так как ADM  CBM и ACM  DBM, то AD : CB = DM : BM и AC : DB = AM : DM.
Остается перемножить эти равенства.

Задание 3
Докажите, что
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Количество баллов 7
Решение
Пусть
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Ясно, что B < A и AB =100. Поэтому A2 > AB = 100, следовательно A > 10.

Задание 4
Доказать, что нет такого числа в последовательности 11, 111, 1111, 11111,..... которое
является квадратом целого числа.
Количество баллов 7
Ответ
Решение
1-ое решение. Если квадрат некоторого числа оканчивается на 1, то само число может
оканчиваться на 1 или 9, т.е. число можно записать в виде a=10n+1 или a=10n+9, если числа
указанного вида возвести в квадрат, то предпоследняя цифра будет четной, а последняя
цифра данных чисел 1, следовательно, данные числа не являются квадратами.
2-ое решение. Числа, данные в условии, можно записать в виде 11+100n и заметить, что при
делении на 4 получим остаток 3. Квадрат четного числа при делении на 4 дает остаток 0, а
квадрат нечетного числа при делении на 4 дает остаток 1 (воспользуйтесь формулой
возведения в квадрат чисел вида 2n+1), следовательно, числа указанного типа не являются
квадратами.

Задание 5
На клетчатой бумаге нарисован прямоугольник 5x9. В левом нижнем углу стоит фишка.
Коля и Серёжа по очереди передвигают ее на любое количество клеток либо вправо, либо
вверх. Первым ходит Коля. Выигрывает тот, кто поставит фишку в правый верхний
квадратик. Кто выигрывает при правильной игре?
Количество баллов 7
Ответ
Выигрывает Коля.
Решение
Каждым своим ходом Коля ставит фишку на одну из клеток отмеченной диагонали. Сережа
своим ходом ее оттуда убирает. Поскольку они ходят только вправо или вверх, то когда-
нибудь игра закончится.

Задачу можно также решать с конца при помощи анализа выигрышных и проигрышных
позиций.


