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Решения
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1. Ответ: 75 км.

Решение. Будем вычислять длину маршрута, начиная с конца. Последняя часть маршрута
составляет 21 км: 18 км в последний день и 3 км в третий. Эти 21 км составляют ¾ от
части маршрута, оставшейся перед 3-м днём. Следовательно, в последние 2 дня турист
прошёл 21 4/3 = 28 км. Половину части маршрута, оставшейся после 1-го дня, составляют
28 + 1 = 29 км. Следовательно, перед вторым днём оставалось пройти 58 км. Добавив 2 км,
пройденные в конце первого дня, получим, что 58 + 2 = 60 км составляют 4/5 всего
маршрута. В итоге весь маршрут равен 60  5/4 = 75 км.

2. 1 способ.
Справедливо равенство  52n+5 – 52n+1 = 52n+1 (54 – 1) = 624  52n+4. Следовательно, разность
52n+5 – 52n+1 делится на 16 при любом целом n >0. Иначе говоря, числа  52n+5 и 52n+1 имеют
один и тот же остаток при делении на 16. При n < 2 имеем равенства: 51 = 5 = 16  0 + 5 и
53 = 125 = 16  7 + 13. Остатки 5 и 13 повторяются с периодом 2. Аналогично, число 8n
имеет при делении на 16 остатки 0 и 8, повторяющиеся с периодом 2. В итоге сумма
52n+1 + 8n имеет при делении на 16 остаток 5 при всех целых неотрицательных n, а число
52n+1 + 8n + 11 делится на 16.

2 способ – по индукции.
При n = 0 имеем 52n+1 + 8n + 11 = 16, то есть, делится на 16. Пусть выполнено
предположение индукции при некотором целом k  0, то есть, 52k+1 + 8k + 11 делится на
16. Пусть
52k+1 + 8k + 11 = 16m.
Тогда
52k+1 = 16m.– 8k – 11.
52k+3 = 25  (16m.– 8k – 11) = 400m – 200k – 275 = 400m – 8k – 8 – 11 – 192k – 256
и
52k+3 + 8(k+1) + 11 = 400m – 256 делится на 9.
По принципу математической индукции утверждение доказано.
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Другое решение.
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4. Ответ: 52

Решение. Так как AC – диаметр меньшей окружности, то треугольник ABC –
прямоугольный, ABC = 90. При этом cos BAC = 4/5.

По теореме косинусов для треугольника ABD получаем

BD2 = 64 + 16 – 64 cos BAD = 144/5

и
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С другой стороны, из теоремы синусов для треугольника ABD имеем

BD = 2R sin BAD.

Отсюда, учитывая равенство sin BAD = 3/5,
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5. Ответ: минимальное число замков равно 10, при этом у каждого из охранников по
4 ключа.

Решение. Обозначим охранников буквами a, b, c, d, e. Из них можно составить 10
троек. Множество таких троек имеет вид

A = {(a, b, c); (a, b, d); (a, b, e); (a, c, d); (a, c, e); (a, d, e); (b, c, d); (b, c, e); (b, d, e); (c, d, e)}.

Пусть B – множество замков. Составим функцию f: A → B, которая каждой тройке из
множества A сопоставляет какой-нибудь из замков, ключа от которого у этой тройки нет.
Как бы мы ни определяли функцию f, каждое из своих значений она принимает не более
одного раза. В противном случае нашёлся бы замок, ключа от которого нет как минимум у
четырёх охранников, что противоречит условию задачи.



Таким образом, общее число замков – не меньше 10. Следующий пример показывает, что
число замков может равняться 10.  Занумеруем 10 замков номерами от 1 до 10 и выдадим
охранникам ключи со следующими номерами:

a: 1, 2, 3, 4;

b: 4, 5, 6, 7;

c: 1, 5. 8, 9;

d: 2, 6, 8, 10;

e: 3, 7, 9, 10.

При такой раздаче условия задачи выполнены. Таким образом, минимально возможное
число замков равно 10.

Покажем, что в  случае минимального числа замков каждому охраннику надо выдать
ровно 4 ключа. Действительно, ключ от каждого из замков должен быть как минимум у
двух охранников, в противном случае найдётся четвёрка охранников, которая не сможет
открыть этот замок. Следовательно, общее число ключей не меньше 20. С другой
стороны, если бы каждый охранник имел все ключи, то их было бы выдано 50 штук. Но
некоторые ключи у охранников отсутствуют А именно, каждая тройка охранников не
имеет какого-то ключа, причём разные тройки не имеют разных ключей. Таким образом,
из 50 ключей у охранников не хватает 3  10 = 30 ключей. Значит их выдано ровно 20, по 4
каждому охраннику.


