
Всероссийская олимпиада школьников 2011г
II (муниципальный) этап

Математика
9 класс

Общее время выполнения работы – 4 астрономических часа.

Общие критерии оценки:
7 баллов ставится за полностью решенную задачу.
6-7 баллов ставится, если решение верное, но имеются небольшие недочеты.
5-6 баллов ставится, если решение в целом верное, но имеются существенные ошибки, не
влияющие на логику рассуждений.
4 балла ставится, если верно рассмотрен один из двух (более сложный) случай, или в задаче
типа «оценка+пример» верно получена оценка.
2-3 балла ставится, если получены вспомогательные утверждения, помогающие при решении
задачи.
1 балл ставится, если рассмотрены отдельные случаи при отсутствии решения.
0 баллов, ставится, если нет продвижений в решении, даже если при этом дан верный ответ.
Решение школьника не обязано совпадать с предложенными, тогда оно оценивается также в
соответствии указанной выше схемой оценок.

Задание 1
В Стране Чудес проводилось следствие по делу об украденном бульоне. На суде Мартовский
Заяц заявил, что бульон украл Болванщик. Соня и Болванщик тоже дали показания, но что
они сказали, никто не запомнил, а запись смыло алисиными слезами. В ходе судебного
заседания выяснилось, что бульон украл лишь один из подсудимых и что только он дал
правдивые показания. Так кто украл бульон?
Количество баллов 7
Ответ
Бульон украл Соня.
Решение
Вором не может быть Мартовский Заяц, потому что вор сказал правду, а Заяц, в этом случае,
соврал. Вором не может быть Болванщик, потому что, в этом случае, Заяц сказал правду, а
правду сказал только вор. Значит, вор – Соня.

Задание 2
Можно ли на плоскости нарисовать 12 окружностей так, чтобы каждая касалась ровно пяти
окружностей?
Количество баллов 7
Ответ
да, можно.
Решение
Требуемое расположение
показано на рисунке
справа.



Задание 3
Даны положительные числа a, b, c, d, причем a > b > c > d.
Докажите, что (a + b + c + d)2 > a2 + 3b2 + 5c2 + 7d2.
Количество баллов 7
Решение
(Подсказка. Либо честно раскройте скобки и оцените слагаемые, либо используйте
геометрическую интерпретацию – постарайтесь в квадрате со стороной a + b + c + d
поместить один квадрат со стороной a, три квадрата со стороной b, пять квадратов со
стороной c и семь квадратов со стороной d.)
Раскроем скобки и сгруппируем подходящим образом слагаемые: (a + b + c + d)2 = (a2) +
(2ab + b2) + (2ac + 2bc + c2) + (2ad + 2bd + 2cd + d2). Мы видим, что вторая скобка в правой
части больше 3b2, поскольку ab > b2. Также третья скобка в правой части больше 5c2, и
четвертая скобка больше 7d2. Отсюда легко следует нужное утверждение.

Задание 4
Поверхность кубика Рубика 3  3  3
состоит из 54 клеток. Какое
наибольшее количество клеток
можно отметить так, чтобы
отмеченные клетки не имели общих
вершин?

Количество баллов 7
Ответ
14 клеток.
Решение
На рис. 1 показано, как отметить 7 клеток на трёх смежных гранях куба. На трёх
"невидимых" гранях нужно отметить семь клеток, симметричных этим. Докажем теперь, что
больше 14 клеток требуемым образом отметить невозможно. Сделаем это двумя способами.
Первый способ. Посчитаем общее количество вершин клеток кубика Рубика. Имеются 8
вершин самого кубика, ещё по две вершины на каждом из 12 рёбер и ещё по 4 вершины на
каждой из 6 граней. Итого: 8 + 12*2 + 6*4 = 56 вершин. Каждая из этих вершин принадлежит
по условию не более чем одной отмеченной клетке. Если бы отмеченных клеток было
больше 14, то вершин было бы больше, чем 14*4 = 56, поскольку каждая клетка имеет 4
вершины. Значит, отмеченных клеток не более 14.
Второй способ. Разрежем поверхность кубика Рубика на части. Три смежные грани
разрежем на 7 частей, как показано на рис. 2. Три другие грани разрежем на такие же 7
частей. Легко видеть, что любые две клетки, попавшие в одну часть, имеют общую вершину.
Поэтому в каждой части может находиться не более одной отмеченной клетки. Значит, всего
может быть отмечено не более 14 клеток.

Рис. 1 Рис. 2



Задание 5
Каждая из 9 прямых разбивает квадрат на два четырехугольника, площади которых
относятся как 2 : 3. Докажите, что по крайней мере три из этих девяти прямых проходят
через одну точку.
Количество баллов 7
Решение
(Подсказка. Имеются 4 фиксированные точки внутри квадрата такие что каждая прямая,
делящая площадь квадрата в отношении 2:3, проходит через одну из них.)
Каждая из 9 прямых разбивает квадрат на две трапеции, основания которых лежат на
сторонах квадрата и высоты равны стороне квадрата. Ясно, что прямая делит "среднюю
линию" квадрата в отношении 2:3, поскольку отношение площадей этих трапеций равно
отношению их средних линий. На каждой из двух средних линий имеется 2 точки, делящие
ее в отношении 2:3. В результате мы получаем, что каждая из девяти данных прямых
проходит через одну из 4 указанных точек. По принципу Дирихле через одну из этих точек
пройдет не менее трех прямых.


