
Всероссийская олимпиада школьников 2012г
II (муниципальный) этап

Математика
10 класс

Общее время выполнения работы – 4 астрономических часа.

Общие критерии оценки:
7 баллов ставится за полностью решенную задачу.
6-7 баллов ставится, если решение верное, но имеются небольшие недочеты.
5-6 баллов ставится, если решение в целом верное, но имеются существенные ошибки, не
влияющие на логику рассуждений.
4 балла ставится, если верно рассмотрен один из двух (более сложный) случай, или в задаче
типа «оценка + пример» верно получена оценка.
2-3 балла ставится, если получены вспомогательные утверждения, помогающие при решении
задачи.
1 балл ставится, если рассмотрены отдельные случаи при отсутствии решения.
0 баллов, ставится, если нет продвижений в решении, даже если при этом дан верный ответ.
Решение школьника не обязано совпадать с предложенными, тогда оно оценивается также в
соответствии указанной выше схемой оценок.

Задание 1
Прямая пересекает график функции y = x2 в точках с абсциссами 1x и 2x , а ось абсцисс – в
точке с абсциссой 3x . Докажите, что:
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Количество баллов 7
Решение
Первый способ. Уравнение данной прямой имеет вид y = k(x – x3). Из условия следует, что
x1 и x2 – корни уравнения x2 = k(x – x3) или
x2 – kx + kx3 = 0. По теореме Виета
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Второй способ. Рассмотрим точки A(x3, 0), B1(x1, 0), B2(x2, 0), C1(x1, x12), C2(x2, x22)

B1C1 : AB1 = B2C2 : AB2, то есть
)(:)(: 32

2
231

2
1 xxxxxx 

Преобразуем:
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Так как x1 ≠ x2, то x1x2 = x3(x1 + x2), что равносильно доказываемому равенству.



Задание 2
Докажите, что если a, b, c – нечетные целые числа,
то хотя бы одно из чисел ab – 1, bc – 1, ca – 1 делится на 4.
Количество баллов 7
Решение
Так как числа нечетные, то при делении на 4 они могут дать остатки 1 или 3. Имеем три
числа, следовательно, по крайней мере два числа имеют один остаток (принцип Дирихле).
Рассмотрим эти числа. Не нарушая общности, будем считать, что это числа a, b и остаток 3
(остальные случаи рассматриваются аналогично). Запишем a=4k+3 и b=4n+3. Рассмотрим
комбинацию, данную в условии ab – 1 = (4k + 3)(4n + 3) – 1 = 16kn + 12(k + n) + 8 и делаем
вывод, что полученное выражение делится на четыре.

Задание 3
Уравнение x2 + ax + b = 0 имеет два различных действительных корня. Докажите, что
уравнение x4 + ax3 + (b – 2)x2 – ax + 1 = 0 имеет четыре различных действительных корня.
Количество баллов 7
Решение
Пусть x1 и x2 – различные корни уравнения x2 + ax + b = 0. Нетрудно проверить, что x4 + ax3

+ (b – 2)x2 – ax + 1 = (x2 – x1x – 1)(x2 – x2x – 1) , поскольку по теореме Виета x1 + x2 = -a x1x2 =
b. Остается показать, что корни уравнений x2 – x1x – 1 = 0 и x2 – x2x – 1 = 0 действительны и
попарно различны. Дискриминанты обоих уравнений положительны. Если же x – общий
корень этих уравнений, то (x2 - x1x - 1) - (x2 - x2x - 1) = x(x2 - x1) = 0 , откуда x = 0 . Но x = 0 не
является корнем.

Задание 4
На доске нарисован пятиугольник, вписанный в окружность. Маша измерила его углы и
сказала, что они равны 80o, 90o, 100o, 130o, 140o (именно в таком порядке). Права ли Маша?
Количество баллов 7
Ответ: нет, не права.
Решение
Обозначим вершины пятиугольника ABCDE так, что EAB = 80o, ABC = 90o, BCD = 100o,
CDE = 130o, DEA = 140o.

Углы EAB и ECB являются вписанными для одной и той же окружности (для той, в
которую по условию вписан пятиугольник ABCDE), опираются на одну и ту же хорду EB и
лежат по разные стороны от этой хорды, поэтому EAB+ECB=180o (по теореме о
вписанном четырёхугольнике, для четырёхугольника ABCE).
Тогда ECB = 180o - EAB = 180o - 80o = 100o = BCD.
Но луч CE лежит между лучами CB и CD, значит ECB < BCD. Полученное противоречие
доказывает, что такого пятиугольника не существует.



Задание 5
Каких пятизначных чисел больше: не делящихся на 5 или тех, у которых ни первая, ни
вторая цифра слева – не пятёрка?
Количество баллов 7
Ответ: поровну.
Решение
Первый способ. Подсчитаем количество чисел, не кратных 5. На первом месте может стоять
любая из 9 ненулевых цифр, на втором, третьем и четвертом – любая из 10 цифр, на
последнем – любая из восьми – не 5 или не 0. Всего получаем 9·8·103 чисел. Теперь
подсчитаем количество чисел, у которых ни первая, ни вторая цифра – не пятерка. На первом
месте может стоять любая из 8 цифр (не 5 и не 0), на втором – любая из девяти (не 5), на
третьем, четвертом и пятом – любая из 10 цифр. Получаем тот же результат: 9·8·103 чисел.
Второй способ. Установим взаимно однозначное соответствие между двумя указанными
множествами чисел. Пусть в числе ABCDE обе первые цифры отличны от 5. Если B ≠ 0,
поставим ему в соответствие число BCDEA; если B = 0, поставим ему в соответствие число
5CDEA. Ясно, что таким способом получаются все пятизначные числа, не кратные 5.


