
Всероссийская олимпиада школьников 2012г
II (муниципальный) этап

Математика
9 класс

Общее время выполнения работы – 4 астрономических часа.

Общие критерии оценки:
7 баллов ставится за полностью решенную задачу.
6-7 баллов ставится, если решение верное, но имеются небольшие недочеты.
5-6 баллов ставится, если решение в целом верное, но имеются существенные ошибки, не
влияющие на логику рассуждений.
4 балла ставится, если верно рассмотрен один из двух (более сложный) случай, или в задаче
типа «оценка + пример» верно получена оценка.
2-3 балла ставится, если получены вспомогательные утверждения, помогающие при решении
задачи.
1 балл ставится, если рассмотрены отдельные случаи при отсутствии решения.
0 баллов, ставится, если нет продвижений в решении, даже если при этом дан верный ответ.
Решение школьника не обязано совпадать с предложенными, тогда оно оценивается также в
соответствии указанной выше схемой оценок.

Задание 1
Пол комнаты площадью 6 м2 покрыт тремя коврами, площадь каждого из которых равна 3м2.
Докажите, что какие-то два из этих ковров перекрываются по площади, не меньшей 1 м2.
Количество баллов 7
Решение
Пусть условие задачи не выполнено. Тогда первый и второй ковры пересекаются по
площади, меньшей 1 м2. Поэтому объединение этих двух ковров покрывает площадь,
большую, чем 3 + 3 – 1 = 5 м2. Третий ковер имеет общую площадь, меньшую 1 м2 с первым
ковром, и общую площадь, меньшую 1 м2 со вторым ковром. Следовательно, площадь,
большая 1 м2, покрыта только третьим ковром. Таким образом, площадь, покрытая всеми
тремя коврами, больше, чем 5 + 1 = 6 м2. Это больше площади комнаты, таким образом, мы
имеем противоречие с условием.

Задание 2
Даны три действительных числа: a, b и c.
Известно, что a + b + c > 0, ab + bc + ca > 0, abc > 0. Докажите, что a > 0, b > 0 и c > 0.
Количество баллов 7
Решение
Первый способ. Если хотя бы одно из чисел отрицательно, то отрицательных чисел ровно
два, поскольку abc > 0. Без ограничения общности полагаем, что a > 0, b = –x < 0, c = –y < 0.
Тогда два остальных неравенства можно записать так: a > x + y, a < xy(x + y)–1. Из них
следует, что xy > (x + y)2. Но тогда 0 > –xy + x2 + y2 = xy + (x + y)2. Противоречие.
Второй способ. Из условия следует, что a, b, c – корни многочлена x3 – ux2 + vx – w, где u, v,
w > 0 (u = a + b + c, v = ab + bc + ca, w = abc). Этот многочлен, очевидно, отрицателен при
x3 ≤ 0, поэтому все его корни положительны.

Задание 3
Основание равнобедренного треугольника равно 12, а боковая сторона равна 18. К боковым
сторонам треугольника проведены высоты. Найдите длину отрезка, концы которого
совпадают с основаниями высот.
Количество баллов 7
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Решение
Пусть AP – третья высота треугольника ABC. Тогда
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Следовательно:
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Задание 4
Даны 20 различных натуральных чисел, меньших 70. Докажите, что среди их попарных
разностей найдутся четыре одинаковых.
Количество баллов 7
Решение
Обозначим числа через a1, a2, ... , a20 в порядке возрастания, таким образом a1<a2<...<a20.
Допустим, что условие задачи не выполняется.
Тогда среди 19 разностей d1 = a2 - a1, d2 = a3 - a2, ..., d19 = a20 - a19 не больше трех разностей
принимают значение 1, не больше трех разностей принимают значение 2, и т.д. Отсюда
можно сделать вывод о том, что сумма всех 19 разностей d1+d2+...+d19 = a20-a1 не меньше, чем
(1+1+1)+(2+2+2)+(3+3+3)+(4+4+4)+(5+5+5)+(6+6+6)+7=70. Однако разность a20-a1, очевидно,
меньше 70, так как числа a20 и a1 - натуральные, меньшие 70. Полученное противоречие
доказывает справедливость утверждения задачи.

Задание 5
На плоскости дан квадрат 8*8, разбитый на клеточки 1*1. Его покрывают прямоугольными
равнобедренными треугольниками (два треугольника закрывают одну клетку). Имеется 64
черных и 64 белых треугольника. Рассматриваются "правильные" покрытия - такие, что
любые два треугольника, имеющие общую сторону – разного цвета. Сколько существует
правильных покрытий?
Количество баллов 7
Ответ: 216 покрытий.
Решение
В одной клеточке чёрный треугольник можно расположить 4 способами (двумя способами
можно выбрать диагональ и двумя способами можно выбрать какой из треугольников будет
чёрным). Легко проверить, что если знать расположение треугольников в клеточках на
главной диагонали, положение треугольников в остальных клеточках восстанавливается
единственным образом. Следовательно, число правильных покрытий равно 48 = 216.


