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ВСЕРОССИЙСКАЯ ОЛИМПИАДА ШКОЛЬНИКОВ  ПО МАТЕМАТИКЕ

МУНИЦИПАЛЬНЫЙ ЭТАП
10 КЛАСС

Решения

1. Во-первых, в этой компании есть как минимум два человека.
Если хотя бы один из них – рыцарь, то за ним следует m лжецов. Но лжецами все быть не могут,
так как в группе из m человек, следующих за лжецом, есть хотя бы один рыцарь.
Человек под номером (m+1), следующий за произвольным рыцарем, является тем, кто следует
под номером m за первым лжецом после этого рыцаря. При этом первые m – 1 человек за
первым лжецом после рыцаря являются лжецами. Поэтому следующий под номером m – это
обязательно рыцарь. Им будет либо сам первоначально выбранный рыцарь, либо какой-то другой
рыцарь. В первом случае n = m+1, и в компании есть всего один рыцарь. Во втором случае число
рыцарей больше одного, и вся компания разбивается на группы, в каждую из которых попадает

один рыцарь и m лжецов, следующих за ним. Число таких групп равно
1m

n .

Ответ:
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n . Число n должно быть кратно m+1.

2. Пусть ba  . Тогда из неравенства
b

b

a

a




 11
следует )1()1( abba  и ba  . Поэтому, если

cba  , то cba  . В этом случае неравенства bca  и acb  очевидны. Докажем
неравенство cba  . Имеем:
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3. В данных уравнениях есть квадратные корни из x, y и z, а также дроби, содержащие x, y и z в
знаменателе. Следовательно, переменные должны быть положительными.  Домножим все три
уравнения на 2 и сложим. Получим:
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Правая часть полученного равенства не превосходит 6, причём равенство достигается только
если x = y = z. В левой части мы имеем сумму )()()( zfyfxf  , где функция f определяется

равенством
t

ttf
2
12)(  . Эта функция на положительной полуоси имеет минимум, равный 2

при
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t . Поэтому величина в левой части не меньше 6. Равенство может достигаться только

при условии
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4. Пусть прямая OC1 пересекает перпендикуляр, опущенный из C на AB в точке D. В окружности,
описанной около треугольника AOB равные хорды AO=BO стягивают равные дуги. Так как точка D
лежит на этой окружности, то

ODBADO  . По свойству биссектрисы угла в треугольнике получаем равенства
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С другой стороны, поскольку CD перпендикулярно к AB, отсюда следует
2222 BCACBDAD  .

Считая AC и BC известными, получаем систему из двух уравнений с двумя неизвестными AD и BD,
единственное решение которой AD = AC и BD = BC. Следовательно, треугольники ABC и ABD равны
и симметричны относительно общей стороны AB. Луч [CC1) пересекает серединный перпендикуляр к
отрезку AB в точке O1, симметричной точке O. При этом O1 – центр описанной окружности
треугольника ABD. Получается, что треугольники OO1A и OO1B – правильные. Центральный угол
AOB = 120,  а вписанный угол, опирающийся на ту же хорду ACB = 60.
Ответ: 60.

5. Для удобства далее будем называть числа первой группы красными, а числа второй группы –
синими. Покажем, что n < 12. Число 12 можно представить в виде разности данных чисел ровно двумя
способами: 12 = 13 – 1 = 14 – 2. Предположив, что n  12, получим, что числа 1 и 13 должны быть
покрашены в один цвет, а 2 и 14 – в другой. Будем считать числа 1 и 13 красными, а 2 и 14 – синими.
Рассмотрим теперь возможные представления числа 11:
11 = 14 – 3 = 13 – 2 = 12 – 1.
Получаем, что число 3 обязательно должно быть синим, а число 12 – красным. Далее, число 10 можно
представить в виде разности чисел одного цвета только как
10 = 14 – 4 = 11 – 1
при условии, что 4 является синим числом, а 11 – красным. Остальные представления 10 будут
разноцветными. Продолжая понижать требуемую разность, получим, что к синей группе необходимо
отнести числа 5, 6 и 7, а к красной – числа 10, 9 и 8. В итоге все числа разбиваются на синюю группу,
которая включает 2, 3, 4, 5, 6, 7 и 14, и красную группу, в которую входят 1, 8, 9, 10, 11, 12 и 13. Но при
таком разбиении всё равно есть число 6, которое нельзя представить в виде разности чисел одного
цвета.

При n = 11 требуемое разбиение существует. Отнесём, к примеру, к красной группе числа 1, 3, 4,
9, 10, 14, и к синей – остальные 8 чисел. Проверка показывает, что для такой раскраски требования
задачи выполнены.

Ответ: 11.


