
Условия и решения задач
(районная математическая олимпиада 2014 г.)

10 класс
1. Два парома отчаливают одновременно от противоположных берегов реки и
встречаются на расстоянии 900 метров от левого берега. Прибыв к месту
назначения, каждый паром сразу же отправляется обратно. Во второй раз паромы
вновь встречаются в 300 метрах от правого берега. Чему равна ширина реки?
Паромы двигались с постоянными скоростями.
Алгебраическое решение. Пусть скорость первого парома равна u, а второго - v.
Отношение пройденных за одинаковые промежутки времени расстояний равно
отношению скоростей. До первой встречи первый паром прошёл 900 метров, а второй –
L–900 метров (см. рисунок). Значит,

.
С момента отчаливания до второй встречи первый паром прошёл L+300 метров, а второй –
2L-300 метров. И отношение этих расстояний также будет равно отношению скоростей.

Приравняем правые части:

Решаем пропорцию
900(2L – 300) = (L+300)(L – 900).
1800L – 270000 = L2– 600L – 270000.
L2 – 2400L = 0.
Нулевой корень получившегося квадратного уравнения – посторонний, а вот L = 2400 –
удовлетворяет условию.
Арифметическое решение. До первой встречи паромы вместе прошли расстояние, равное
ширине реки. От первой до второй встречи они прошли двойную ширину реки. Так как
паромы двигались равномерно, и до первой встречи паром, отправившийся из пункта А,
прошёл 900 метров, то между первой и второй он прошёл 1800 метров. Однако из этих
1800 он 300 метров шёл в другую сторону. Так что ширина реки L = 900 + 1800 – 300 =
2400 (м).
Ответ: 2400 м.

2. Найти все действительные решения уравнения x2 + 2x sin(xy) + 1 = 0.



Решение. Если мы рассмотрим данное уравнение как квадратное уравнение относительно
x, то его дискриминант будет равен 4sin2(xy) – 1. Дискриминант должен быть
неотрицательным, поэтому sin2(xy) ≥ 1, т.е. sin(xy) = ±1. Пусть sin(xy) = 1. Тогда получим
уравнение x2+2x + 1 = 0, решая которое найдем x = –1. Значит,  sin(–y) = 1, т.е. y = –π/2+πk,
k Z . Пусть sin(xy) = –1. Тогда получим уравнение x2 – 2x + 1 = 0, решая которое найдем x
= 1. Значит,  sin(y) = – 1, т.е. y = –π/2+πk, k Z .
Ответ: x = ±1, y = –π/2+πk, k Z.

3. Назовём белыми числа вида 2ba  , где a и b — целые, не равные нулю.
Аналогично, назовём чёрными числа вида 7dc  , где c и d — целые, не равные
нулю. Может ли чёрное число равняться сумме нескольких белых?
Решение. Будем искать черное число, равное сумме двух белых. Возьмем сопряженные
белые числа:

722 DCBABA  .
Возводя обе части равенства в квадрат, получим:

2A + 2 22 2BA  = C + D 7 .

Итак, достаточно подобрать такие числа A и B, что A2 - 2B2 = 7, тогда можно взять C = 2A,
D = 2. Например, если A = 3, B = 1, C = 6, D = 2, то имеем:

7262323  .
Это равенство легко проверить возведением в квадрат.
Ответ: может.

4. Докажите, что в любом выпуклом многоугольнике имеется не более 35 углов,
меньших 170о.
Доказательство. 1. Первый  способ. Допустим противное. Тогда в некотором выпуклом n-
угольнике имеется не менее 36 углов, меньших 170о (остальные n − 36 углов не
превосходят 180о). Значит, сумма всех углов такого многоугольника меньше, чем 36 · 170о

+ (n − 36)·180о. Но, как известно, сумма углов выпуклого n-угольника равна (n − 2) · 180о.
Следовательно, получаем неравенство (n − 2) · 180о < 36 · 170о + (n − 36) · 180о. Раскрывая
скобки и производя несложные преобразования, получим 34 · 180 о < 36 · 170о, что
неверно.
Второй способ. Если внутренний угол многоугольника меньше 170о, то соответствующий
внешний угол больше 10о. Если бы таких углов было хотя бы 36, то их сумма была бы
больше, чем 360о. Но сумма внешних углов выпуклого многоугольника в точности равна
360о. Противоречие.

5. Фабрика окрашивает кубики в 6 цветов (каждую грань в свой цвет, набор цветов
фиксирован). Сколько разновидностей кубиков можно изготовить?
Решение. Предположим, что процедура раскраски кубика происходит следующим
образом: непокрашенный кубик устанавливается в станок в некоторое фиксированное
положение, а затем последовательно красятся его грани в определенном порядке: нижняя,
верхняя, правая, левая, передняя, задняя. Посчитаем сначала, сколькими способами можно
осуществить такую раскраску. Нижнюю грань мы можем покрасить любой из шести
красок. После этого для верхней грани останется лишь пять возможностей, поскольку
одна краска уже использована. Затем правую грань мы сможем покрасить четырьмя
способами, левую – тремя, переднюю двумя, а выбора для цвета задней грани нет – ее мы
вынуждены покрасить в оставшийся неиспользованным цвет. Поэтому всего способов



раскраски 6 • 5 • 4 • 3 • 2 = 720. Однако же, получающихся разновидностей кубиков
гораздо меньше, поскольку установить кубик в фиксированное положение можно
различными способами. Сколькими? Кубик можно установить на любую из шести граней
и затем повернуть одним из четырех способов — получаем всего 6 • 4 = 24 способа.
Поэтому разновидностей кубиков в 24 раза меньше, чем способов раскраски, их всего 30.


