
Условия и решения задач
(районная математическая олимпиада 2014 г.)

11 класс
1. Решите уравнение 2 23 4 2 4 3 2 4 2x x x x       .
Решение. Представим все степени в уравнении в виде
степеней с основанием 2 и показателем х или 2х:

2 23 2 4 2 4 6 2 2 2х х х х       . Сделаем замену
переменной: пусть  2 ,  0х t t  . Тогда уравнение примет

вид: 2 23 4 4 6 2t t t t      .

Преобразуем его и получим:  2 23 2 6 2t t t     ,

или 23 2 6 2t t t      .

Решим полученное уравнение графически (построим в
одной системе координат графики левой и правой частей
уравнения и найдем точки пересечения) (см. рисунок). Из
рисунка видно, что графики пересекаются при 1t  и 4t  . Отсюда получаем корни
исходного уравнения: 2 4,  2х х  и 2 1,  0х х  .
Ответ: 0 и 2.

2. Докажите, что если в числе 12008 между нулями вставить любое количество троек,
то получится число, делящееся на 19.
Доказательство. Докажем утверждение методом математической индукции.
Базис  индукции: 12008 делится на 19, действительно, 12008 = 19 · 632.
Шаг  индукции. Покажем, что если число указанного вида делится на 19, то и следующее
за ним делится на 19. Для этого достаточно доказать, что разность двух соседних чисел
делится на 19. В самом деле:

1203. . . 308 −  1203. . . 308   =   1083 · 10k.
k троек k − 1 тройка

Эта разность делится на 19, так как 1083 = 19 · 57. Что и требовалось доказать.

3. При каких значениях параметра а уравнение 4 2cos 2 2( 2)cos 2 (2 5) 0x a x a    
имеет хотя бы одно решение?
Решение. Сделаем замену переменной  2cos 2 ,   0;1x t t  , тогда уравнение примет вид:

2 2( 2) (2 5) 0t a t a     . Решим квадратное уравнение относительно t:
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Заметим, что  1  0;1t    .

Тогда, чтобы уравнение имело хотя бы одно решение необходимо выполнение условия
 2 0;1t  , то есть 0 2 5 1  2, 5 2 .a a       

Ответ:  2,5; 2а   .



4. Существует ли тетраэдр, все грани которого равнобедренные треугольники,
причём никакие два из них не равны?
Решение. Допустим, такой тетраэдр ABCD существует. Заметим сначала, что из одной
вершины не может выходить три равных ребра. Действительно, если АВ = АС = AD, то,
так как среди отрезков ВС, BD и CD есть хотя бы два равных ΔBCD – равнобедренный), то
среди треугольников ABC, ABD, ACD есть хотя бы два равных.

Далее заметим, что две соседние грани — равнобедренные треугольники, не могут иметь
общее основание. Действительно, если АВ = АС и DB = DC, то
треугольники ADB и ADC равны.
Теперь заметим, что ни один из треугольников не может быть равносторонним.
Действительно, если АВ = ВС = АС, то хотя бы одно из рёбер АВ, ВС, АС является
основанием в обоих содержащих его треугольниках.
Далее, без ограничения общности можно считать,
что АВ = АС, ВС = BD. Тогда, так как AD ≠ АВ, то AD = BD. Аналогично, DC = АВ.
Следовательно, треугольники ABC и ACD равны. Значит, такого тетраэдра не существует.
Ответ: Нет, не существует.

5.  На шахматную доску размером 2015 × 2015 укладывают доминошки. Известно,
что в любой строке и в любом столбце есть клетка, покрытая доминошной. Какое
минимальное количество доминошек потребуется для этого?
Решение. Начнем заполнять квадрат 2015 × 2015 доминошками начиная с левого нижнего
угла (см. рисунок). Первую доминошку положим горизонтально, она «закроет» две линии
по вертикали и одну линию по горизонтали. Следующую доминошку положим
вертикально, она «закроет» две линии по горизонтали и одну по вертикали. Всего этими
двумя доминошками будет закрыто 3 линии по горизонтали и 3 линии по вертикали (см.
рисунок). Будем располагать такие же маленькие квадраты по диагонали большого
квадрата – столько, сколько их поместится. Их будет 2015 : 3 = 671 (ост. 2).



Всего получится 671 квадратов, которые содержат 671∙2 доминошек и закрывают все
линии по вертикали и по горизонтали в квадрате 2013 × 2013. Квадрат 2 × 2, оставшийся
незакрытым, закрывается двумя доминошками. Следовательно, всего потребуется 671∙2 +
2 = 1344 доминошек.
Ответ: 1344 доминошек.


