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Математика
Критерии
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Общее время выполнения работы – 3 часа 55 мин (235 мин).

Общие критерии оценки:
7 баллов ставится за полностью решенную задачу.
6-7 баллов ставится, если решение верное, но имеются небольшие недочеты.
5-6 баллов ставится, если решение в целом верное, но имеются существенные ошибки, не
влияющие на логику рассуждений.
4 балла ставится, если верно рассмотрен один из двух (более сложный) случай, или в задаче
типа «оценка + пример» верно получена оценка.
2-3 балла ставится, если получены вспомогательные утверждения, помогающие при решении
задачи.
1 балл ставится, если рассмотрены отдельные случаи при отсутствии решения.
0 баллов, ставится, если нет продвижений в решении, даже если при этом дан верный ответ.
Решение школьника не обязано совпадать с предложенными, тогда оно оценивается также в
соответствии указанной выше схемой оценок.

Задание 1
На плоскости расположены две параболы так, что их оси взаимно перпендикулярны, а сами
параболы пересекаются в четырех точках. Докажите, что эти четыре точки лежат на одной
окружности.
Количество баллов 7
Решение
Введем координаты следующим образом. Пусть ось x будет осью симметрии первой
параболы, а ось y осью симметрии второй параболы. Уравнения парабол тогда примут вид:
x=ay2+b; y=cx2+d. Коэффициенты a и c можно считать положительными (можно выбрать
соответствующее положительное направление на осях). Тогда каждая из четырех точек
пересечения парабол удовлетворяет этим двум уравнениям. Домножим первое уравнение на
c, второе уравнение на a, и сложим их. Получим уравнение cx+ay=ac(x2+y2)+ad+cb, каждая из
четырех точек пересечения парабол удовлетворяет этому уравнению. Последнее уравнение,
как нетрудно видеть, преобразуется к виду (x - 0,5/a)2+(y - 0,5/c)2=1/4(1/a2+1/c2) - d/c - b/a. Это
уравнение окружности (правая часть положительна, иначе параболы не могли бы иметь
точек пересечения), на которой лежат четыре точки пересечения парабол.

Задание 2
Докажите, что система неравенств:
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не имеет решений.
Количество баллов 7
Решение
Предположим, что данная система неравенств имеет решение x, y, z, t.
Тогда, в частности,
x2 > (y − z + t)2, т.е. (y − z + t − x)(y − z + t + x) < 0.



Аналогично получаем:
(x − z + t − y)(x − z + t + y) < 0,
(x − y + t − z)(x − y + t + z) < 0,
(x − y + z − t)(x − y + z + t) < 0.
Перемножим все полученные неравенства.
С одной стороны, произведение четырёх отрицательных чисел положительно.
С другой стороны, это произведение равно:
− (x − y + z − t)2(x + y − z + t)2(x − y + z + t)2(x − y – z + t)2 ≤ 0.
Приходим к противоречию.

Задание 3
Решите уравнение
(1 + x + x2)(1 + x + ... + x5) (1 + x + ... + x17) = (1 + x + ... + x8)3.
Количество баллов 7
Ответ:
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Решение
Умножим обе стороны уравнения на (1 − x)3:
(1 − x3)(1 − x6) (1 − x18) = (1 − x9)3.
Левая и правая части этого уравнения имеют множитель (1 − x3)2(1 – x9),
который дает корень x = 1. Сократив на этот множитель, него, получим:
(1 + x3)(1 + x9) = (1 + x3 + x6)2

Раскрывая скобки, получаем
1 + x3 + x9 + x12 = 1 + x6 + x12 + 2x3 + 2x6 + 2x9.
Или
x3(1 + 3x3 + x9) = 0.
Отсюда
x = 0
или
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Корень 1 мог возникнуть из-за умножения на 1 − x, проверкой убеждаемся, что это
действительно так.

Задание 4
Две окружности пересекаются в точках P и Q. Tочка A лежит на первой окружности, но вне
второй. Прямые AP и AQ пересекают вторую окружность в точках B и C соответственно.
Укажите положение точки A, при котором треугольник ABC имеет наибольшую площадь.
Количество баллов 7
Ответ: A – пересечение первой окружности с линией центров.
Решение
При движении точки A по первой окружности (рис. а) угол PAQ не меняется.
Поскольку угол PAQ равен полуразности дуг BC и PQ, то угловая величина дуги BC
постоянна, то есть, постоянна длина хорды BC.
Cреди всех треугольников с данными стороной и противолежащим углом наибольшую
площадь имеет равнобедренный.
Cледовательно, треугольник ABC имеет наибольшую площадь, когда A лежит на линии
центров данных окружностей.



Задание 5
Найдите все функции f(x), определенные при всех действительных x и удовлетворяющие
уравнению 3f(x) + f(1 – x) = 8x3

Количество баллов 7
Ответ: f(x) = 4x3 – 3x2 + 3x – 1.
Решение
В данное уравнение подставим 1 – x вместо x. Получим систему
3f(x) + f(1 – x) = 4x3,
3f(1 – x) + f(x) = 4(1 – x)3,
откуда находим f(x) = 4x3 – 3x2 + 3x – 1.
Проверка показывает, что найденная функция удовлетворяет условию.


