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Критерии для жюри

Общее время выполнения работы – 3 часа 30 мин (210 мин).

Общие критерии оценки:
7 баллов ставится за полностью решенную задачу.
6-7 баллов ставится, если решение верное, но имеются небольшие недочеты.
5-6 баллов ставится, если решение в целом верное, но имеются существенные ошибки, не
влияющие на логику рассуждений.
4 балла ставится, если верно рассмотрен один из двух (более сложный) случай, или в задаче
типа «оценка + пример» верно получена оценка.
2-3 балла ставится, если получены вспомогательные утверждения, помогающие при решении
задачи.
1 балл ставится, если рассмотрены отдельные случаи при отсутствии решения.
0 баллов, ставится, если нет продвижений в решении, даже если при этом дан верный ответ.
Решение школьника не обязано совпадать с предложенными, тогда оно оценивается также в
соответствии указанной выше схемой оценок.

Задание 1
Доказать, что уравнение m2 + n2 = 2015 не имеет решений в целых числах.
Количество баллов 7
Решение
Числа m и n разной четности.
Пусть m = 2x, n = 2y + 1. Тогда:
(2x)2 + (2y + 1)2 = 2015
4x2 + 4y2 + 4y + 1 = 2015
4x2 + 4y2 + 4y = 2014
Левая часть этого равенства делится на 4, а правая на 4 не делится, что и доказывает
утверждение.

Задание 2
Докажите, что при любых x, y, z выполнено неравенство:
x4 + y4 + z2 + 1 ≥ 2x(xy2 – x + z + 1).
Количество баллов 7
Решение
x4 + y4 + z2 + 1 – 2x(xy2 – x + z + 1) =
= x4 – 2x2y2 + y4 + z2 – 2xz + x2 + x2 – 2x + 1 =
= (x2 – y2)2 + (z – x)2 + (x – 1)2 ≥ 0.

Задание 3
Полуокружность с диаметром AD касается катета BC прямоугольного треугольника ABC в
точке М (см. рисунок). Докажите, что AM – биссектриса угла BAC.



Количество баллов 7
Решение
Проведем радиус ОМ данной полуокружности (см. рис.). ОМ = ОА,
следовательно, ∠ОАМ = ∠ОМА.
Кроме того, ОМ ⊥ ВС, значит, ОМ || AC, поэтому ∠САМ = ∠ОМА.
Таким образом, ∠ОАМ = ∠САМ,
то есть AM – биссектриса угла BAC.

Задание 4
Последовательность {xn} определяется условиями:
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Докажите, что среди членов последовательности найдётся ноль и найдите номер этого члена.
Количество баллов 7
Ответ: 1845
Решение
Заметим, что если некоторый член этой последовательности равен 0, то следующие члены не
определены, так как в формуле для определения первого из них содержится деление на 0.
Все дальнейшие рассуждения относятся к членам последовательности до этого нуля
включительно (или к бесконечной последовательности, если нуля нет).
Имеем: xn+2xn+1 = xn+1xn – 1.
Далее xk = 0 тогда и только тогда, когда
xk–1xk–2 = 1,
xk–2xk–3 = 2,
...,
x3x2 = k – 3,
x2x1 = k – 2 = 19·97.
Следовательно, k = 19·97 + 2 = 1845.

Задание 5
На доске написаны числа от 1 до 100. Разрешается стереть любые два числа х и у, а вместо
них записать на доску числа х – 1 и у + 4. Могли ли через некоторое время на доске оказаться
числа 1, 2, 3, …, 99, 2015?
Количество баллов 7
Ответ: нет
Решение
Преобразование пары чисел (x, y) в пару чисел (x–1, y+4) не изменяет остаток от деления их
суммы на 3. Вначале на доске были записаны числа от 1 до 100. Сумма чисел указанных в
условии отличается от первоначальной на 2015 – 100 = 1915. Поскольку 1915 не делится на
3, то остатки от деления на 3 начальной и конечной сумм различны, что противоречит
неизменности остатка от деления суммы на 3.


