
10 класс

10.1. а) Дан треугольник, у которого высоты равны 4; 5; 6. Какой это треугольник: остроугольный,
прямоугольный, тупоугольный? б) Существует ли треугольник, у которого высоты равны 2; 3; 6?

Ответ: а) остроугольный; б) не существует. Указание. См. задачу 9.1.

10.2. Докажите неравенство для положительных чисел х, у: yyxxxyyx  2222 .
Указание. После возведения обеих частей в квадрат (что дает равносильное неравенство в силу

положительности х и у)  получим ))(())(( 2222 yyxxxyyx  . Еще раз возведя в квадрат,

получим равносильное неравенство xyyxyx 2233   xyyxyxyxyx )()()( 22  

0))(( 2  yxyx . Последнее неравенство очевидно для положительных х и у.

10.3. Можно ли разбить квадрат 1010 на 100 равных прямоугольников, у каждого из которых длины
неравных сторон отличаются на единицу?

Ответ: нельзя. Указание. Предположим, что такое разбиение существует, и пусть х, у – стороны
прямоугольника разбиения ( yx  ). Тогда имеем два уравнения: 1xy (для площади) и 1 yx (по

условию). Решая квадратное уравнение для х, находим
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x , тогда
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y . Рассмотрим

сторону квадрата 1010 . Она составлена из нескольких больших и нескольких меньших сторон нашего
прямоугольника, т.е. mynx 10 для некоторых целых неотрицательных m, n. Тогда
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 . Поскольку 0 nm , получаем противоречие: в правой части последнего

равенства стоит иррациональное число, а в левой – рациональное.

10.4. Докажите, что существует натуральное число, которое делится на 5100 и состоит (в десятичной записи)
только из нечетных цифр.

Указание. См. задачу 9.4.

10.5. Дана окружность единичного радиуса с центром О. Точка А находится на расстоянии а от центра (
10  a ). Через точку А проводят всевозможные хорды MN. а) Найдите длину наименьшей хорды MN.

б) Найдите наибольшую площадь треугольника OMN.

Ответ: а) 212 a ; б) при
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a наибольшая площадь равна
2
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a наибольшая площадь равна

21 aa  . Указание. а) По свойству хорд, пересекающихся в данной точке, произведение длин
)1)(1( aaANMA  есть постоянное число. Тогда из неравенства о средних имеем

2122 aANMAANMAMN  , причем равенство достигается, когда MA = AN, т.е. для хорды MN,
перпендикулярной диаметру, проходящему через точку А. б) Обозначим MON . Очевидно, 0
( становится равным , когда хорда MN совпадает с диаметром, проходящем через A). Из формулы площади
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1 2RSMON следует, что требуется найти наибольшее значение sin . Пусть OANM 00 (т.е.

это оптимальное положение хорды из пункта а)) и acosacr20  – соответствующее значение угла 00ONM .

Заметим, что 0 для любого положения MN, т.к.
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 , и поэтому в силу пункта а) и

монотонности синуса, большему значению MN соответствует больший угол . Если
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 и в

этом случае, изменяя положение хорды MN, можно найти такое положение, когда
2

 (т.к. при

приближении MN к диаметру угол  становится близким к ). Если же
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a , то
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 и поэтому в силу

неравенства
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 и монотонного убывания функции sin x во второй четверти, наибольшее значение

sin будет при 0 .


