
Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå

2018-2019 ó÷.ãîä

11 êëàññ
Ðåøåíèÿ è îòâåòû

1. Ñóììà ñåìè ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàâíà 2n. Âåðíî ëè, ÷òî îáÿçàòåëü-
íî íàéäóòñÿ òðè ÷èñëà ñðåäè ýòèõ ñåìè ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ áîëüøå n?
Ðåøåíèå. Äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè êîíòðïðèìåð. Îäèí èç âîçìîæíûõ: n = 50,
ñåìü ÷èñåë 11, 12, 13, 14, 15, 16, 19. Ñóììà âñåõ ñåìè ÷èñåë ðàâíà 100. Ñóììà
15 + 16 + 19 = 50. Òàê êàê ýòè òðè ÷èñëà - íàèáîëüøèå ñðåäè ñåìè, òî ëþáàÿ
ñóììà òðåõ ÷èñåë íå ïðåâîñõîäèò 50.
Äîïîëíåíèå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîíòðïðèìåðà áåðåòñÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåñ-
ñèÿ ñåìè ÷èñåë ñ ðàçíîñòüþ 1, òàêàÿ, ÷òî åå ñóììà ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî âîç-
ìîæíîé èç ìåíüøèõ 2n. Ïîñëåäíåå ÷èñëî ýòîé ïðîãðåññèè çàìåíÿåòñÿ íà ÷èñëî,
äîïîëíÿþùåå ñóììó äî 2n. Ýòîò àëãîðèòì ðàáîòàåò äëÿ òàêèõ íàòóðàëüíûõ
n, k (k-ïåðâûé ÷ëåí ïðîãðåññèè), êîòîðûå ìîãóò áûòü ñâÿçàíû óðàâíåíèåì
n = 4k + 6. Â ïðèâåäåííîì êîíòðïðèìåðå n = 50, k = 11.
Îòâåò. Íå îáÿçàòåëüíî. Ñóùåñòâóåò êîíòðïðèìåð.

2. Íàéäèòå âñå ïîëîæèòåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

x101 + 10099 = x99 + 100101

Íå çàáóäüòå îáîñíîâàòü ñâîé îòâåò.
Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

x99(x2 − 1) = 10099(1002 − 1)

Î÷åâèäíî, ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ x = 100. Ïðè 0 < x ≤ 1 ëåâàÿ ÷àñòü îòðèöà-
òåëüíà, à ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëîæèòåëüíà, ðåøåíèé íåò. Ïðè x > 1 ëåâàÿ ÷àñòü
� âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, ïîýòîìó íåîáõîäèìîå çíà÷åíèå ïðèíèìàåò íå áîëåå
îäíîãî ðàçà. Çíà÷èò, äðóãèõ êîðíåé íåò. Îòâåò. 100.

3. Äàíà òðàïåöèÿ ABCD ñ áîëüøèì îñíîâàíèåì AD. Òî÷êà O � ñåðåäèíà ñðåä-
íåé ëèíèè òðàïåöèè. Òî÷êè K, L, M, N � îáðàçû âåðøèí A, B, C, D ïðè öåí-
òðàëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî òî÷êè O. Ïðÿìûå KM è NL ïåðåñåêàþò
ñòîðîíû CD è AB â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé èç
îòðåçêîâ CM , BL, AP , DQ äåëèò ïëîùàäü òðàïåöèè ïîïîëàì.
Ðåøåíèå.
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Âñå îáîçíà÷åíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñóíêå. Ïóñòü äëèíà íèæíåãî îñíîâàíèÿ AD
ðàâíà a, âåðõíåãî îñíîâàíèÿ BC ðàâíà b. Òàê êàê òî÷êà O ïî óñëîâèþ ðàñïîëî-
æåíà íà ðàâíîì ðàññòîÿíèè îò ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ îñíîâàíèÿ
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òðàïåöèè, òî ïðè ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ýòîé òî÷êè ïðÿìûå AD è BC ïåðå-
õîäÿò äðóã â äðóãà.
Òàê êàê òî÷êà O � ñåðåäèíà ñðåäíåé ëèíèè, è ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè ñî-
äåðæèò â ñåáå ñðåäíþþ ëèíèþ òðåóãîëüíèêà CMD (ïàðàëëåëüíóþ îñíîâàíèþ

MD), òî MD =
a+ b

2
, ò.å. ýòîò îòðåçîê ðàâåí ñðåäíåé òðàïåöèè. Îòñþäà ñðàçó

ïîëó÷àåì, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà CMD ðàâíà ïîëîâèíå ïëîùàäè òðàïå-
öèè. Ðàññóæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà ABL ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî.
Òàê êàê òî÷êà A ïðè ñèììåòðèè ïåðåõîäèò â K, M ïåðåõîäèò â C, òî îòðåçîê
AM ïåðåõîäèò â îòðåçîê CK, çíà÷èò, ACKM � ïàðàëëåëîãðàìì, è ïðÿìûå
AC è KM ïàðàëëåëüíû. Ïîýòîìó ACPM � òðàïåöèÿ. Ïóñòü äèàãîíàëè ýòîé
òðàïåöèè AP è CM ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F . Êàê èçâåñòíî, â ëþáîé òðàïåöèè
ïëîùàäè äâóõ òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ äèàãîíàëÿìè è áîêîâûìè ñòîðî-
íàìè, ðàâíû. Â íàøåì ñëó÷àå ðàâíû ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ AMF è CPF .
Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ïëîùàäè òðóãîëüíèêîâ APD è CMD ðàâíû ìåæäó ñî-
áîé. Óæå äîêàçàíî, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà CMD ðàâíà ïîëîâèíå ïëîùàäè
òðàïåöèè, ïîýòîìó ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà APD òàêæå ðàâíà ïîëîâèíå ïëîùà-
äè òðàïåöèè, ÷òî òðåáîâàëîñü. Ðàññóæäåíèÿ ïðî òðåóãîëüíèê AQD ïðîâîäÿòñÿ
àíàëîãè÷íî.

4. Ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 2018 ðîâíî â 2018
öåëûõ òî÷êàõ. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí íå ìîæåò èìåòü öåëûå êîðíè.
Ðåøåíèå. Ïóñòü P (x) � äàííûé ìíîãî÷ëåí, òîãäà P (x)−2018 èìååò 2018 öåëûõ
ðàçëè÷íûõ êîðíåé. Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

P (x)− 2018 = (x− x1) · (x− x2) · (x− x3) · . . . · (x− x2018) ·Q(x)

ãäå Q(x) � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî P (x) ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü êàê

P (x) = (x− x1) · (x− x2) · (x− x3) · . . . · (x− x2018) ·Q(x) + 2018

Ïðè ïîäñòàíîâêå ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà x0, îòëè÷íîãî îò x1, x2, x3, . . . , x2018,
êàæäûé ìíîæèòåëü â ïðîèçâåäåíèè (x0 − x1) · (x0 − x2) · (x0 − x3) · . . . · (x0 −
x2018) ·Q(x0) îêàæåòñÿ öåëûì, íå ðàâíûì 0. Ïðè ýòîì âñå ìíîæèòåëè (x0−xk)
ðàçëè÷íû. Ïîýòîìó íàéäóòñÿ òðè ìíîæèòåëÿ, ïî ìîäóëþ íå ìåíüøèå 2, 3, 1009,
à îñòàëüíûå ìíîæèòåëè íå ìåíüøå 1. Çíà÷èò, ïðîèçâåäåíèå (x0 − x1) · (x0 −
x2) · (x0−x3) · . . . · (x0−x2018) ·Q(x0) ïî ìîäóëþ ïðåâîñõîäèò 2018 è P (x) öåëûõ
êîðíåé íå èìååò.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà a, âñå ïðîñòûå äåëèòåëè êîòî-
ðîãî íå ìåíüøå 7, íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, ÷òî ïðîèçâåäåíèå am
áóäåò ÷èñëîì, äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü êîòîðîãî ñîñòîèò òîëüêî èç åäèíèö.
Ðåøåíèå. Ïóñòü a � ÷èñëî, âñå ïðîñòûå äåëèòåëè êîòîðîãî îòëè÷íû îò 2, 3, 5.

×èñëî
1

a
Ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïåðèîäè÷åñêóþ äåñÿòè÷íóþ äðîáü ñ ïåðèîäîì n.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
1

a
= 0, b0b1b2 . . . bnb1b2 . . . bn . . .

Çäåñü b0 - íåïåðèîäè÷åñêîå íà÷àëî äåñÿòè÷íîé çàïèñè. Óìíîæèì ëåâóþ è ïðà-
âóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà íà 10k, ïîäîáðàâ k òàê, ÷òîáû ïîñëå çàïÿòîé ñðàçó
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øåë ïåðèîä äåñÿòè÷íîé äðîáè. (b0 - öåëàÿ ÷àñòü ïîëó÷èâøåãîñÿ ÷èñëà.)

10k

a
= b0, b1b2 . . . bnb1b2 . . . bn . . .

Ïåðåïèøåì òàê
10k − b0 · a

a
= 0, b1b2 . . . bnb1b2 . . . bn . . .

Ïîâòîðèì äåéñòâèÿ, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåâîäå ïåðèîäè÷åñêîé äåñÿ-
òè÷íîé äðîáè â îáûêíîâåííóþ. Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ðàâåíñòâà íà
10n.

10k − b0 · a
a

· 10n = b1b2 . . . bn, b1b2 . . . bnb1b2 . . . bn . . .

(Çäåñü b1b2 . . . bn � òðàäèöèîííàÿ ôîðìà çàïèñè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, îáðàçî-
âàííîãî öèôðàìè b1, b2, . . . bn.)

10k − b0 · a
a

· 10n = b1b2 . . . bn + 0, b1b2 . . . bnb1b2 . . . bn . . .

Çàìåíèì 0, b1b2 . . . bnb1b2 . . . bn . . . íà
10k − b0 · a

a
.

10k − b0 · a
a

· 10n = b1b2 . . . bn +
10k − b0 · a

a

10k − b0 · a
a

· (10n − 1) = b1b2 . . . bn

(10k − b0 · a) 999 . . . 9︸ ︷︷ ︸
n äåâÿòîê

= b1b2 . . . bn · a

(10k − b0 · a) · 9 · 111 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n åäèíèö

= b1b2 . . . bn · a

(9 · 10k − 9 · b0 · a) · 111 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n åäèíèö

= b1b2 . . . bn · a

Ñïðàâà ñòîèò öåëîå ÷èñëî, êîòîðîå äåëèòñÿ íà a. Ìíîæèòåëü (9 · 10k − 9 · b0 · a)
âçàèìíî ïðîñò ñ a. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ýòîò ìíîæèòåëü èìåë õîòÿ áû îäèí
îáùèé ïðîñòîé äåëèòåëü ñ a, òî 9 · 10k äåëèëîñü áû íà ýòîò ïðîñòîé äåëèòåëü.
Íî 9 · 10k èìååò ïðîñòûå äåëèòåëè òîëüêî 2, 3, 5, à a íå èìååò ýòèõ äåëèòåëåé.
Çíà÷èò, âòîðîé ìíîæèòåëü 111 . . . 1︸ ︷︷ ︸ äåëèòñÿ íà a, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå m, ÷òî

ïðîèçâåäåíèå am áóäåò ÷èñëîì, äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü êîòîðîãî ñîñòîèò òîëüêî èç
åäèíèö.
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Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå

2018-2019 ó÷.ãîä

11 êëàññ
Êðèòåðèè ïðîâåðêè

Çàäà÷à 1

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ
7 Ïîëíîå ðåøåíèå, ïðèâåäåí îäèí êîíòðïðèìåð äëÿ îäíîãî ëþáîãî n.
5 Ïîëíîå ðåøåíèå, ïðèâåäåí îäèí êîíòðïðèìåð äëÿ îäíîãî ëþáîãî n, ïðè

ïðîâåðêå ñóìì äîïóùåíà àðèôìåòèå÷ñêàÿ îøèáêà.
0 Íåâåðíîå ðåøåíèå, èëè íåâåðíûé îòâåò, èëè íåïðàâèëüíî ïîíÿòî óñëîâèå

çàäà÷è.

Çàäà÷à 2

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ
7 Ïîëíîñòüþ âåðíîå ðåøåíèå.
6 Âåðíîå ðåøåíèå, èìååòñÿ óêàçàíèå íà ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè ïðè x ≥ 1,

íå ïðîâåðåí ñëó÷àé 0 < x < 1.
5 Âåðíîå ðåøåíèå, èìååòñÿ óêàçàíèå íà ìîíîòîííîñòü ôóíêöèè, äîïóùåíà

àðèôìåòè÷åñêàÿ îøèáêà.
1 Íàïèñàí òîëüêî âåðíûé îòâåò.
0 Ïðèâåäåí âåðíûé îòâåò, íî ðåøåíèå îáîñíîâàíî íåâåðíî, èëè ïðèâåäåí

íåâåðíûé îòâåò.

Çàäà÷à 3

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ
7 Ïîëíîñòüþ âåðíîå ðåøåíèå. Âîçìîæíî, äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåíî òîëüêî

äëÿ îäíîé ïàðû îòðåçêîâ AP è CM èëè DQ è BL.
5 Âåðíîå ðåøåíèå, ñîäåðæàùåå â ðàññóæäåíèÿõ îäíî ñôîðìóëèðîâàííîå, íî

íå äîêàçàííîå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå, íàïðèìåð, ÷òî äëèíà îòðåçêà
MD ðàâíà ñðåäíåé ëèíèè òðàïåöèè.

4 Äîêàçàíî, ÷òî îòðåçêè AP è DQ äåëÿò ïëîùàäü òðàïåöèè ïîïîëàì. Äî-
êàçàòåëüñòâî, ÷òî ýòèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàþò îòðåçêè CM è BL, îòñóò-
ñòâóåò èëè íåâåðíî. Èëè äîêàçàíû äâà îòäåëüíûõ ôàêòà: 1) ACKM � ïà-
ðàëëåëîãðàìì, èëè äðóãèì ñïîñîáîì îáîñíîâàíà ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ
AC è KM , 2) îòðåçêè CM è BL äåëÿò ïëîùàäü òðàïåöèè ïîïîëàì.

3 Äîêàçàíî, ÷òî îòðåçêè CM è BL äåëÿò ïëîùàäü òðàïåöèè ïîïîëàì. Äî-
êàçàòåëüñòâî, ÷òî ýòèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàþò îòðåçêè AP è QD, îòñóò-
ñòâóåò èëè íåâåðíî.

2 Äîêàçàíî, ÷òî ACKM � ïàðàëëåëîãðàìì, èëè äðóãèì ñïîñîáîì îáîñíîâà-
íà ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ AC è KM . Äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå îòñóò-
ñòâóåò.

0 Íåâåðíîå ðåøåíèå, â ÷àñòíîñòè, âñëåäñòâèå íåâåðíî ïîíÿòîãî óñëîâèÿ.

Çàäà÷à 4

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ
7 Ïîëíîñòüþ âåðíîå ðåøåíèå.
5 Ñôîðìóëèðîâàíî, íî íå äîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííîå ïðîèçâåäåíèå öåëûõ ÷è-

ñåë ïî ìîäóëþ ïðåâîñõîäèò 2018.
2 Íàïèñàíî ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ìíîãî÷ëåíà P (x)− 2018, äàëüíåéøåå

ïðîäâèæåíèå îòñóòñòâóåò èëè íåâåðíî.
0 Ïðèâåäåí âåðíûé îòâåò, íî ðåøåíèå îáîñíîâàíî íåâåðíî, èëè ïðèâåäåí

íåâåðíûé îòâåò.
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Çàäà÷à 5

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ
7 Ïîëíîñòüþ âåðíîå ðåøåíèå.
6 Â öåëîì âåðíîå ðåøåíèå, â êîòîðîì èñïîëüçîâàí ÷àñòíûé ñëó÷àé ðàçëî-

æåíèÿ â áåñêîíå÷íóþ ïåðèîäè÷åñêóþ äåñÿòè÷íóþ äðîáü. Âîçìîæíîñòü ñó-
ùåñòâîâàíèÿ íåñêîëüêèõ íåïåðèîäè÷åñêèõ öèôð íå ðàññìàòðèâàåòñÿ, ò.å.
ñðàçó ïîñëå çàïÿòîé íà÷èíàåòñÿ ïåðèîä.

3 Èñïîëüçîâàíî ðàçëîæåíèå â áåñêîíå÷íóþ äåñÿòè÷íóþ äðîáü, çàäà÷à ñâåäå-
íà ê èññëåäîâàíèþ óðàâíåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ, äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå
îòñóòñòâóåò èëè íåâåðíî.

0 Ïðèâåäåíî íåâåðíîå äîêàçàòåëüñòâî èëè óñëîâèå çàäà÷è ïîíÿòî íåâåðíî.
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