
XLV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

11 êëàññ
11.1. Èçâåñòíî, ÷òî

sinx cos y = cosx sin y =
1

2
.

Íàéäèòå cos 2x− sin 2y.
Îòâåò. −1 èëè 1.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïåðåìíîæèâ äàííûå ðàâåíñòâà è óìíîæèâ ïðîèçâåäåíèå íà 4, ïîëó÷àåì

sin 2x sin 2y = 1. Îòñþäà sin 2x = sin 2y = 1 èëè sin 2x = sin 2y = −1 (îáà ñëó÷àÿ âîçìîæíû;

äîñòàòî÷íî âçÿòü x = y = π
4
èëè x = y = 3π

4
). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ cos 2x = 0. Òîãäà cos 2x−sin 2y = −1

èëè cos 2x− sin 2y = 1.
Âòîðîå ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ èìååì

sin(x+ y) = sinx cos y + sin y cosx = 1

è, àíàëîãè÷íî, sin(x − y) = 0. Òîãäà x + y = π
2
+ 2πk è x − y = π` ïðè öåëûõ k è `. Íî òîãäà

2x = (x+ y) + (x− y) = π
2
+ π(2k + `), îòêóäà cos 2x = 0, à 2y = (x+ y)− (x− y) = π

2
+ π(2k − `),

îòêóäà sin 2y = ±1. Çíà÷èò, cos 2x − sin 2y = ∓1. Òå æå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî îáà îòâåòà

âîçìîæíû.

Êîììåíòàðèé. Ïîòåðÿí îäèí èç îòâåòîâ � ñíÿòü 2 áàëëà.

Áåç îáîñíîâàíèÿ ïðèâåäåíû ïðèìåðû óãëîâ, äàþùèõ îáà îòâåòà � 2 áàëëà.

Áåç îáîñíîâàíèÿ ïðèâåä�åí ïðèìåð óãëîâ, äàþùèõ îäèí îòâåò � 0 áàëëîâ.

11.2. ×èñëà x è y óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó x > y > 2
x− y . Äîêàæèòå, ÷òî x

2 > y2 + 4.

Ðåøåíèå. Ñëîæèâ íåðàâåíñòâà x > 2
x− y è y > 2

x− y , ïîëó÷àåì, ÷òî x+ y > 4
x− y .

Èç óñëîâèÿ x > y ñëåäóåò, ÷òî çíàìåíàòåëü äðîáåé ïîëîæèòåëåí, ïîýòîìó íà íåãî ìîæíî

óìíîæèòü áåç èçìåíåíèÿ çíàêà íåðàâåíñòâà. Òîãäà ïîëó÷àåì: (x+y)(x−y) > 4, òî åñòü x2−y2 > 4.
Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå. ×èñëî 4 íåëüçÿ çàìåíèòü íà áîëüøåå, ïîñêîëüêó ïðè 0 < ε < 1, x = 2/ε + 2ε è
y = 2/ε+ ε èìååì

x > y =
2

ε
+ ε >

2

ε
=

2

x− y
,

íî ïðè ýòîì

x2 − y2 = (x− y)(x+ y) = ε

(
4

ε
+ 3ε

)
= 4 + 3ε2,

÷òî ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêèì ê 4 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε.
Êîììåíòàðèé. Ïðè äîìíîæåíèè íà x− y íå îòìå÷åíî, ÷òî x− y > 0� ñíÿòü 1 áàëë.

11.3. Îêîëî îñíîâàíèÿ n-óãîëüíîé ïèðàìèäû ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü. Èçâåñòíî, ÷òî öåíòð ýòîé

îêðóæíîñòè ðàâíîóäàë�åí îò âñåõ ñåðåäèí áîêîâûõ ð�åáåð ïèðàìèäû. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíû âñåõ

áîêîâûõ ð�åáåð ïèðàìèäû ðàâíû.

Ðåøåíèå. Ïóñòü O�öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî îñíîâàíèÿ A1A2 . . . An ïè-

ðàìèäû SA1A2 . . . An, òî÷êè M1,M2, . . . ,Mn � ñîîòâåòñòâåííî ñåðåäèíû áîêîâûõ ð�åáåð

SA1, SA2, . . . , SAn ïèðàìèäû SA1A2 . . . An (ñì. ðèñ. 8). Êàê èçâåñòíî, âñå òî÷êè M1,M2, . . . ,Mn

ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè (ýòà ïëîñêîñòü ïàðàëëåëüíà îñíîâàíèþ è ðàâíîóäàëåíà îò îñíîâàíèÿ è

âåðøèíû ïèðàìèäû). Îáîçíà÷èì å�å ÷åðåç α.
Ïóñòü Q� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷à SO ñ ïëîñêîñòüþ α. Òîãäà QMk, k = 1, . . . , n� ñðåäíèå

ëèíèè òðåóãîëüíèêîâ SOAk, è ïîòîìó ïðè âñåõ k = 1, . . . , n èìååì: QMk = R
2
, ãäå R�ðàäè-

óñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû. Çíà÷èò, Q � òî÷êà, ðàâíîóäàë�åííàÿ îò

âåðøèí ìíîãîóãîëüíèêà M1M2 . . .Mn, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî

ìíîãîóãîëüíèêàM1M2 . . .Mn. Ïóñòü OH �ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåä�åííûé èç òî÷êè O ê ïëîñêîñòè

α. Òîãäà èç ðàâåíñòâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ OHMk, k = 1, . . . , n (îíè ðàâíû, ïîñêîëüêó

êàòåò OH ó íèõ îáùèé, à ãèïîòåíóçû OMk ðàâíû ïî óñëîâèþ), ñëåäóåò, ÷òî è òî÷êà H �öåíòð

îïèñàííîé îêðóæíîñòè ìíîãîóãîëüíèêàM1M2 . . .Mn. Çíà÷èò, òî÷êè Q è H ñîâïàäàþò. Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî SO� âûñîòà ïèðàìèäû. Íî òîãäà èç ðàâåíñòâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ SOAk,

k = 1, . . . , n, ñëåäóåò ðàâåíñòâî áîêîâûõ ñòîðîí ïèðàìèäû.

Çàìå÷àíèå. Îøèáî÷íûì ÿâëÿåòñÿ òàêîå ðàññóæäåíèå: òðåóãîëüíèêè OM1A1 è OMnAn ðàâ-
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QQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQ

Ðèñ. 8
íû ïî äâóì ñòîðîíàì (OM1 = OMn è OA1 = OAn) è ðàâíûì âûñîòàì (âûñîòû, ïðîâåä�åííûå èç

òî÷åê M1 è Mn, ðàâíû, ïîñêîëüêó îíè ðàâíû ïîëîâèíå äëèíû âûñîòû ïèðàìèäû). Çäåñü îøèáêà

çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âûñîòû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ âîâñå íå îáÿçàòåëüíî ðàâíû ðàññòîÿíèÿì îò

M1 è Mn äî îñíîâàíèÿ.

Êîììåíòàðèé. Â ðåøåíèè áåç äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåòñÿ òî, ÷òî SO åñòü âûñîòà ïèðà-

ìèäû� íå áîëåå 2 áàëëîâ çà çàäà÷ó.

11.4. Âåðíî ëè, ÷òî ëþáîå äåëÿùååñÿ íà 6 ÷èñëî, áîëüøåå 1000, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

n(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4)−m(m+ 1)(m+ 2),

ãäå m è n�íàòóðàëüíûå ÷èñëà?

Îòâåò. Íåâåðíî.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ïÿòè ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n(n +
+ 1)(n+ 2)(n+ 3)(n+ 4) äåëèòñÿ íà 5. Ðàçáåð�åì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.

Åñëè m èìååò îñòàòîê 0, 3 èëè 4 ïðè äåëåíèè íà 5, òî m(m+ 1)(m+ 2) äåëèòñÿ íà 5.
Åñëè m èìååò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 5, òî m(m+ 1)(m+ 2) èìååò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè

íà 5.

Åñëè m èìååò îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà 5, òî m(m+ 1)(m+ 2) èìååò îñòàòîê 4 ïðè äåëåíèè

íà 5.

Çíà÷èò, ÷èñëî n(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)−m(m+1)(m+2) ìîæåò èìåòü ïðè äåëåíèè íà 5
òîëüêî îñòàòêè 0, 1, 4. Òî åñòü, íàïðèìåð, ÷èñëî 1002 â òðåáóåìîì âèäå ïðåäñòàâèòü íå óäàñòñÿ.

Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò áåç îáúÿñíåíèÿ� 0 áàëëîâ.

Äîêàçàíî, ÷òî ðàçíîñòü ïðîèçâåäåíèé íå ìîæåò èìåòü îñòàòîê 2 (èëè 3) ïðè äåëåíèè íà 5,

íî íå ïðèâåä�åí ïðèìåð êîíêðåòíîãî ÷èñëà, êîòîðîå íå ïðåäñòàâèìî â íóæíîì âèäå � áàëëû íå

ñíèìàþòñÿ.

11.5. Ìîæíî ëè âûáðàòü ÷èñëî n > 3 è òàê çàïîëíèòü òàáëèöó n× (n+ 3) (n ñòðîê è n + 3 ñòîëáöà)

ðàçëè÷íûìè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè îò 1 äî n(n+3), ÷òîáû â êàæäîé ñòðîêå íàøëèñü òðè ÷èñëà,

îäíî èç êîòîðûõ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ äâóõ äðóãèõ?

Îòâåò. Íåëüçÿ.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàáëèöó óäàëîñü çàïîëíèòü òðåáóåìûì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì â

êàæäîé ñòðîêå òðè ÷èñëà: äâà ìíîæèòåëÿ è èõ ïðîèçâåäåíèå. Îòìåòèì â êàæäîé ñòðîêå íàèìåíü-

øèé ìíîæèòåëü. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæèòåëü íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 1, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå â ñòðîêå

îêàçàëèñü áû îäèíàêîâûå ÷èñëà. Òàê êàê ñòðîê n, òî âñåãî íàèìåíüøèõ ìíîæèòåëåé n. À òàê êàê

îíè ðàçëè÷íû, òî ñðåäè íèõ íàéä�åòñÿ òàêîé, êîòîðûé íå ìåíüøå n + 1. Íî òîãäà â ñòðîêå, ãäå

íàõîäèòñÿ ýòîò ìíîæèòåëü, âòîðîé ìíîæèòåëü áóäåò íå ìåíüøå n+ 2. Ïîýòîìó èõ ïðîèçâåäåíèå
íå ìåíüøå

(n+ 1)(n+ 2) = n2 + 3n+ 2 > n2 + 3n = n(n+ 3).
Ïðîòèâîðå÷èå.

Êîììåíòàðèé. Âåðíûé îòâåò áåç îáúÿñíåíèÿ� 0 áàëëîâ.

Çàìå÷åíî, ÷òî ìíîæèòåëü íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 1 � 2 áàëëà.

Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî â îäíîé èç ñòðîê ïðîèçâåäåíèå íå ìåíüøå n(n+ 1)� 2 áàëëà.
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