
Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå

2018-2019 ó÷.ãîä

9 êëàññ
Ðåøåíèÿ è îòâåòû

1. Ñàøà, Æåíÿ è Âàëÿ ñèäÿò çà òðåóãîëüíûì ñòîëîì, êîòîðûé ðàñ÷åð÷åí íà
ìàëåíüêèå òðåóãîëüíè÷êè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå.

Îíè çàïîëíÿþò âñå òðåóãîëüíè÷êè ÷èñëàìè -1 è 1. Ïîñëå çàïîëíåíèÿ âñåõ
òðåóãîëüíè÷êîâ îíè âû÷èñëÿþò ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë, ñòîÿùèõ â ñâîèõ ãîðè-
çîíòàëüíûõ ðÿäàõ è ñêëàäûâàþò ïîëó÷èâøèåñÿ ïðèçâåäåíèÿ. (Ó êàæäîãî ÷å-
ëîâåêà, ñèäÿùåãî çà ñòîëîì, ñâîå ñîîòâåòñòâóþùåå íàïðàâëåíèå ãîðèçîíòàëè
� ïàðàëëåëüíîå ñòîðîíå ñòîëà, îáðàùåííîé ê ñèäÿùåìó). Ìîæåò ëè îêçàòüñÿ,
÷òî ïðè êàêîé-òî ðàññòàíîâêå -1 è 1 Ñàøà ïîëó÷èò â ñóììå 4, Æåíÿ ïîëó÷èò
â ñóììå -4, à Âàëÿ ïîëó÷èò â ñóììå 0?
Ðåøåíèå. Îäíà èç âîçìîæíûõ ðàññòàíîâîê ïîêàçàíà íà ðèñóíêå. Íåîáõîäèìî
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ðàññòàâèòü -1 òàê, ÷òîáû ïî îäíîìó íàïðàâëåíèþ â êàæäîì ðÿäó îíè âñòðå÷à-
ëèñü áû ÷åòíîå ÷èñëî ðàç, ïî âòîðîìó íàïðàâëåíèþ â êàæäîì ðÿäó -1 âñòðå-
÷àëèñü áû íå÷åòíîå ÷èñëî ðàç, ïî òðåòüåìó íàïðàâëåíèþ â äâóõ ñòðîêàõ -1
ñòîÿëè áû ÷åòíîå ÷èñëî ðàç, è â äâóõ ñòðîêàõ � íå÷åòíîå ÷èñëî ðàç.
Îòâåò. Ìîæåò.
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2. Ïóñòü a, b, c � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî
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Ðåøåíèå. Âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêîì è ñðåä-
íèì ãàðìîíè÷åñêèì. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ x, y âûïîëíÿåòñÿ
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Ñëîæèì ýòè òðè íåðàâåíñòâà
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Îñòàåòñÿ ïîäåëèòü îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà 2
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Íåðàâåíñòâî äîêàçàíî. Îíî ïîëó÷åíî êàê ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà î ñðåäíèõ.

3. Îêðóæíîñòü ðàäèóñà 26 êàñàåòñÿ äâóõ ñìåæíûõ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà, äëè-
íû êîòîðûõ � 36 è 60. Íàéäèòå, íà êàêèå îòðåçêè îêðóæíîñòü äåëèò ñòîðîíû
ïðÿìîóãîëüíèêà.
Ðåøåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî ðàäèóñ îêðóæíîñòè áîëüøå ïîëîâèíû êîðîòêîé ñòîðîíû ïðÿìî-
óãîëüíèêà, à äèàìåòð îêðóæíîñòè ìåíüøå åãî äëèííîé ñòîðîíû. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò äëèííóþ ñòîðîíó ïðÿìîóãîëüíèêà, ïðîòèâîïîëîæ-
íóþ êàñàþùåéñÿ, â äâóõ òî÷êàõ, è íå ïåðåñåêàåò âòîðóþ êîðîòêóþ ñòîðîíó.
Îáîçíà÷åíèå òî÷åê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå. Òî÷êè K è M � òî÷êè êàñàíèÿ, ðàäè-
óñû OK è OM ïåðïåíäèêóëÿðíû ñòîðîíàì ïðÿìîóãîëüíèêà. Òàê êàê BMOK
� êâàäðàò, òî îòðåçêè BM è BK ðàâíû 26. Â òðåóãîëüíèêå OLH èçâåñòíû äâå
ñòîðîíû � ãèïîòåíóçà OL ðàâíà 26 è êàòåò OH ðàâåí 10. Ïî òåîðåìå Ïèôàãî-
ðà íàõîäèì êàòåò LH, îí ðàâåí 24. Îòñþäà îòðåçîê AL ðàâåí 2, è îòðåçîê LP
ðàâåí 48. Îêðóæíîñòü äåëèò ñòîðîíó AD íà îòðåçêè äëèíîé 2, 48, 10.
Îòâåò. 26 è 34; 26 è 10; 2, 48 è 10.
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4. Ðåøèòå óðàâíåíèå n4 − 2n2 = m2 + 38, ãäå n, m � öåëûå ÷èñëà.
Ðåøåíèå. Ïðèáàâèì 1 ê ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ.

n4 − 2n2 + 1 = m2 + 39

Ñâåðíåì êâàäðàò ðàçíîñòè, ïåðåíåñåì m2 â ëåâóþ ÷àñòü è ðàçëîæèì åå íà
ìíîæèòåëè.

(n2 − 1)2 −m2 = 39

(n2 − 1−m) · (n2 − 1 +m) = 39

Ïîëó÷àåì âîñåìü âîçìîæíîñòåé, êîòîðûå îôîðìèì â âèäå ñèñòåì óðàâíåíèé{
n2 −m− 1 = 39,

n2 +m− 1 = 1,

{
n2 −m− 1 = 1,

n2 +m− 1 = 39,

{
n2 −m− 1 = 13,

n2 +m− 1 = 3,

{
n2 −m− 1 = 3,

n2 +m− 1 = 13,{
n2 −m− 1 = −39,

n2 +m− 1 = −1,

{
n2 −m− 1 = −1,

n2 +m− 1 = −39,

{
n2 −m− 1 = −13,

n2 +m− 1 = −3,

{
n2 −m− 1 = −3,

n2 +m− 1 = −13.

Ïîêàæåì, êàê ñîêðàòèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ è èçáåæàòü ðåøåíèÿ âîñüìè ñèñòåì.
Ïóñòü a è b � äâà öåëûõ ïàðíûõ äåëèòåëÿ ÷èñëà 39, ò.å. ab = 39.

Èç êàæäîé ñèñòåìû

{
n2 −m− 1 = a,

n2 +m− 1 = b,
ìîæíî âûðàçèòü n2, ñëîæèâ äâà óðàâ-

íåíèÿ

n2 =
a+ b

2
+ 1

Î÷åâèäíî, îòðèöàòåëüíûå ïàðû a, b íå äàþò ðåøåíèé äëÿ n2. Âñåãî, ñ ó÷åòîì
ñèììåòðè÷íîñòè, ñóùåñòâóåò äâå ïàðû a = 1, b = 39 è a = 3, b = 13. Ïåðâàÿ
ïàðà ïðèâîäèò ê n2 = 21, âòîðàÿ ïàðà ïðèâîäèò ê n2 = 9. Çíà÷åíèå 21 íå
ïðèâîäèò ê öåëîìó n. Ïîäñòàâèì n2 = 9 â èñõîäíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì m2 =
25, m = ±5. n2 = 9 ïðèâîäèò ê n = ±3, âûáîð n íå çàâèñèò îò âûáîðà m.
Îòâåò. (−5;−3), (−5; 3), (5;−3), (5; 3).

5. Ïðî òðè ðàçëè÷íûõ öåëûõ ÷èñëà x, y, z èçâåñòíî, ÷òî xy äåëèòñÿ íà 576, yz
äåëèòñÿ íà 324, xz äåëèòñÿ íà 5184. Äåëèòñÿ ëè (x − y)(y − z)(z − x) íà 48?
Ðåøåíèå.

576 = 26 · 32, 324 = 22 · 34, 5184 = 26 · 34. Ïðåäñòàâèì ÷èñëà x, y, z â âèäå
ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, âûäåëèâ ñòåïåíè 2 è 3.
x = x0 · 2k · 3l,
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y = y0 · 2m · 3n,
z = z0 · 2s · 3t,
x0, y0, z0 íå äåëÿòñÿ íè íà 2, íè íà 3. Ïîëó÷èì ïîïàðíûå ïðîèçâåäåíèÿ
xy = x0y0 · 2k+m · 3l+n,
yz = y0z0 · 2m+s · 3n+t,
xz = x0z0 · 2k+s · 3l+t,
Óñëîâèå çàäà÷è ïðèâîäèò ê äâóì ñèñòåìàì íåðàâåíñòâ, îäíîé äëÿ ñòåïåíåé 2
è âòîðîé äëÿ ñòåïåíåé 3.

k +m ≥ 6,

m+ s ≥ 2,

k + s ≥ 6,


l + n ≥ 2,

n+ t ≥ 4,

l + t ≥ 4.

Ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà. Ïåðâàÿ ñèñòåìà äîïóñ-
êàåò äâà ñëó÷àÿ. Ïåðâûé ñëó÷àé � â íåðàâåíñòâå m+s ≥ 2 îäíà èç ïåðåìåííûõ
ðàâíà 0, íàïðèìåð, s. Òîãäà m ≥ 2, k ≥ 6. Ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ k − s ≥ 6, è
(x−z) äåëèòñÿ íà 26 (íàì äîñòàòî÷íî äåëèìîñòè íà 24). Âòîðîé ñëó÷àé � â íåðà-
âåíñòâå m+s ≥ 2 ïðî îáå ïåðåìåííûõ ìîæíî ñêàçàòü òîëüêî, ÷òî m ≥ 1, s ≥ 1.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæäàÿ èç âåëè÷èí x, y, z äåëèòñÿ íà 2. Åñëè äâå èç ýòèõ ïåðå-
ìííûõ äåëÿòñÿ íà 4, ïðîèçâåäåíèå (x−y)(y−z)(z−x) äåëèòñÿ íà 24. Îñòàåòñÿ
ðàññìîòðåòü m = 1, s = 1. Äåëèìîñòü êàæäîé èç ïåðåìåííûõ x, y, z íà 2
ïðèâîäèò ê äåëèìîñòè ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ñêîáîê íà 8. Âûíåñåì 2 çà ñêîáêó
â ðàçíîñòè (x− z). Îñòàåòñÿ ðàçíîñòü äâóõ íå÷åòíûõ ÷èñåë, îíà ÷åòíà è äàåò
÷åòâåðòóþ äâîéêó. Èòàê, âî âñåõ ñëó÷àÿõ (x − y)(y − z)(z − x) äåëèòñÿ íà 16.
Äîêàæåì äåëèìîñòü ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ íà òðè, ðàññìîòðåâ âòîðóþ ñèñòåìó
íåðàâåíñòâ. Ïðè l èëè n, ðàâíîì 0, âòîðàÿ èç ýòèõ ïåðåìåííûõ íå ìåíüøå 2,
t íå ìåíüøå 2, è ðàçíîñòü (x− y)(y − z)(z − x) äåëèòñÿ íà 9. Åñëè íè îäíà èç
ïåðåìåííõ l, n, t íå ðàâíà 0, òî êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ x, y, z äåëèòñÿ íà 3,
è ïðîèçâåäåíèå (x − y)(y − z)(z − x) äåëèòñÿ íà 3. Òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî
ïðîèçâåäåíèå (x− y)(y − z)(z − x) äåëèòñÿ íà 48.
Îòâåò. Äåëèòñÿ.
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Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï Âñåðîññèéñêîé îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå

2018-2019 ó÷.ãîä

9 êëàññ
Êðèòåðèè ïðîâåðêè

Çàäà÷à 1

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ
7 Ïîëíîå ðåøåíèå, ïðèâåäåíà âåðíàÿ ðàññòàíîâêà.
2 Ïðèâåäåíà ðàññòàíîâêà, ñîäåðæàùàÿ ÿâíóþ àðèôìåòè÷åñêóþ (íå ëîãè÷å-

ñêóþ) îøèáêó.
0 Íåâåðíîå ðåøåíèå, ðàññòàíîâêà íå ïðèâåäåíà, èëè óñëîâèå çàäà÷è ïîíÿòî

íåâåðíî.

Çàäà÷à 2

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ
7 Ïîëíîñòüþ âåðíîå ðåøåíèå.
5 Âåðíîå ðåøåíèå, ñîäåðæàùåå àðèôìåòè÷åñêóþ îøèáêó. Îòñóòñòâóþò

îøèáêè â äåéñòâèÿõ ñ íåðàâåíñòâàìè.
2 Âûïîëíåíà ïîïûòêà èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâî î ñðåäíèõ, îòñóòñòâóåò

äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå.
0 Íåâåðíîå äîêàçàòåëüñòâî. Â ÷àñòíîñòè, îøèáêà â âûáîðå èñõîäíîãî óòâåð-

æäåíèÿ è ñëåäñòâèÿ èç íåãî, èëè îøèáêà â äåéñòâèÿõ ñ íåðàâåíñòâàìè.

Çàäà÷à 3

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ
7 Ïîëíîñòüþ âåðíîå ðåøåíèå. Ïðàâèëüíûå îòâåòû.
5 Âåðíîå ðåøåíèå, ñîäåðæàùåå àðèôìåòè÷åñêóþ îøèáêó.
1 Íàéäåíû òîëüêî äâå ïàðû äëèí îòðåçêîâ 26 è 10; 26 è 34.
0 Íåâåðíîå ðåøåíèå, èëè íåâåðíî âûïîëíåííûé ðèñóíîê, íå ó÷èòûâàþùèé

ñîîòíîøåíèå ìåæäó ðàäèóñîì îêðóæíîñòè è ñòîðîíàìè ïðÿìîóãîëüíèêà.

Çàäà÷à 4

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ
7 Ïîëíîñòüþ âåðíîå ðåøåíèå. Ïðàâèëüíûé îòâåò. Èëè ÿâíî ðåøåíû âñå ñè-

ñòåìû óðàâíåíèé, èëè îáîñíîâàíî èñêëþ÷åíèå èç ðàññìîòðåíèÿ îòäåëüíûõ
ñèñòåì.

5 Âåðíîå ðåøåíèå, íåäîñòàòî÷íî îáîñíîâàííîå. Èëè íå ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå
âñåõ ñèñòåì, ïðè ýòîì îòñóòñòâóþò âåðíûå îáîñíîâàíèÿ, ïî÷åìó îòäåëüíûå
ñèñòåìû íå ðàññìîòðåíû.

3 Ïðèâåäåí îòâåò, íå âêëþ÷àþùèé îòðèöàòåëüíûå ðåøåíèÿ, èëè óêàçàíû íå
âñå ïàðû ðåøåíèé.

1 Ïðèâåäåí âåðíûé îòâåò, ïðè ýòîì ðåøåíèå îòñóòñòâóåò. Èëè â îòâåò âêëþ-
÷åíû èððàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ.

0 Íåâåðíîå ðåøåíèå, èëè ïîëíîñòüþ íåâåðíûé îòâåò (ñì. 3 áàëëà).
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Çàäà÷à 5

Áàëë Çà ÷òî ñòàâèòñÿ
7 Ïîëíîñòüþ âåðíîå ðåøåíèå. Ïðàâèëüíûé îòâåò.
5 Íåïîëíîå ðåøåíèå, íå ðàññìîòðåí ñëó÷àé ðàâåíñòâà íóëþ îäíîãî èç ïîêà-

çàòåëåé, íî äàëüíåéøåå âåðíî. Ïðè ýòîì èìåþòñÿ âåðíûå ðàññóæäåíèÿ â
ñëó÷àå ðàçíîñòè äâóõ íå÷åòíûõ ÷èñåë.

3 Íàïèñàíà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ, ñâÿçûâàþùàÿ ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé 2 è 3.
Ðàññóæäåíèÿ ñ ñèñòåìîé îòñóòñòâóþò èëè íåâåðíû, â ÷àñòíîñòè, íå ðàñ-
ñìîòðåí ñëó÷àé ðàçíîñòè íå÷åòíûõ ÷èñåë. Èëè âìåñòî îöåíîê (íåðàâåíñòâ)
äëÿ ïîêàçàòåëåé â ðåøåíèè èñïîëüçóþòñÿ èëè ïîëó÷àþòñÿ ðàâåíñòâà.

1 Ïðèâåäåí íåâåðíûé îòâåò, ïðè ýòîì íàïèñàíà, âîçìîæíî, ñ îøèáêîé, ñè-
ñòåìà íåðàâåíñòâ, ñâÿçûâàþùèõ ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé 2 è (èëè) 3.

0 Íåâåðíîå ðåøåíèå, èëè íåâåðíûé îòâåò (ñì. 1 áàëë).
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