
XLV Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

9 êëàññ
9.1. Äàíû ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà p è r. Ïóñòü f(x) è g(x) � ëèíåéíûå ôóíêöèè ñ êîðíÿìè p è r.

Íàéäèòå âñå êîðíè óðàâíåíèÿ f(x)g(x) = f(0)g(0).
Îòâåò. x1 = 0, x2 = p+ r.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü äàííûå ôóíêöèè èìåþò âèä: f(x) = ax+ b è g(x) = cx+ d. Òîãäà

óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä (ax + b)(cx + d) − bd = 0, òî åñòü x(acx + ad + bc) = 0. Îäèí êîðåíü

ýòîãî óðàâíåíèÿ x1 = 0, à âòîðîé x2 = −ad− bc
ac

, òî åñòü x2 = − d
c
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Âòîðîå ðåøåíèå. Çàïèøåì íàøè ôóíêöèè â âèäå: f(x) = a(x− p), g(x) = c(x− r). Òîãäà
óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

ac(x− p)(x− r)− acpr = 0,
òî åñòü acx(x− p− r) = 0, îòêóäà è ñëåäóåò îòâåò.

Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî îäíèì èç êîðíåé ÿâëÿåòñÿ 0� 2 áàëëà.

Îòâåò çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ, íå óêàçàííûõ â óñëîâèè� áàëëû íå äîáàâëÿþòñÿ.

9.2. Íà ïåðåìåíàõ øêîëüíèêè èãðàëè â íàñòîëüíûé òåííèñ. Ëþáûå äâà øêîëüíèêà èãðàëè äðóã ñ

äðóãîì íå áîëåå îäíîé èãðû. Â êîíöå íåäåëè îêàçàëîñü, ÷òî Ïåòÿ ñûãðàë ïîëîâèíó, Êîëÿ� òðåòü,

à Âàñÿ � ïÿòóþ ÷àñòü îò ÷èñëà âñåõ ïðîâåä�åííûõ çà íåäåëþ èãð. Êàêîå êîëè÷åñòâî èãð ìîãëî áûòü

ñûãðàíî çà íåäåëþ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå â äâóõ èãðàõ íå ó÷àñòâîâàëè íè Âàñÿ, íè

Ïåòÿ, íè Êîëÿ?

Îòâåò. 30.

Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïîëîâèíà, òðåòü è ïÿòàÿ ÷àñòü îò îáùåãî êîëè÷åñòâà

ïðîâåä�åííûõ èãð� öåëûå ÷èñëà. Ïîñêîëüêó íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå çíàìåíàòåëåé � ÷èñåë 2,

3, 5 � ðàâíî 30, òî îáùåå êîëè÷åñòâî ïðîâåä�åííûõ èãð òîæå êðàòíî 30. Ïóñòü îíî ðàâíî 30p. Òîãäà
Ïåòÿ ñûãðàë 15p, Êîëÿ� 10p, Âàñÿ � 6p èãð. Ïóñòü y�êîëè÷åñòâî èãð, ñûãðàííûõ ìåæäó ñîáîé

Ïåòåé, Êîëåé è Âàñåé (ýòî ÷èñëî ðàâíî 0, 1, 2 èëè 3), à z �êîëè÷åñòâî èãð, ñûãðàííûõ áåç ó÷àñòèÿ

Ïåòè, Êîëè è Âàñè (z > 2). Òîãäà 15p + 10p + 6p − y + z = 30p, òî åñòü p = y − z. Åäèíñòâåííîå
âîçìîæíîå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå p ðàâíî 1, è îíî äîñòèãàåòñÿ, êîãäà y = 3, z = 2.

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå íåïðîòèâîðå÷èâî: òàêàÿ ñèòóàöèÿ äåéñòâèòåëüíî ìîãëà èìåòü ìåñòî (òî

åñòü ìîæíî ïðîâåñòè 30 èãð â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì).

Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî èãð äåëèòñÿ íà 30 � 2 áàëëà.

Ïðèâåä�åí ïðèìåð ñ 30 èãðàìè, íî íå îáîñíîâàíî, ÷òî äðóãèõ âàðèàíòîâ íåò � 3 áàëëà.

Ïðèâîäèòü ïðèìåð ñ 30 èãðàìè â ðåøåíèè íå òðåáóåòñÿ (ïî óñëîâèþ èçâåñòíî, ÷òî òàêèå èãðû

áûëè ïðîâåäåíû).

9.3. Èç òî÷êè A ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå AB è AC ê îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì O (B è C � òî÷êè êàñàíèÿ).

Ïóñòü M � ñåðåäèíà îòðåçêà AO. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü, îïèñàííàÿ îêîëî òðåóãîëüíèêà

ABM , êàñàåòñÿ ïðÿìîé AC.
Ðåøåíèå. Óòâåðæäåíèå çàäà÷è ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî óãîë OAC ðàâåí âïèñàííîìó óãëó

ABM (ñì. ðèñ. 4). Íî ðàäèóñ OB ïåðïåíäèêóëÿðåí êàñàòåëüíîé AB, ïîýòîìó BM �ìåäèàíà

ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà OBA. Çíà÷èò BM = AO
2

= AM , è ïîòîìó ∠ABM = ∠BAM =

= ∠BAO. Íî AO� áèññåêòðèñà óãëà BAC, çíà÷èò, ∠BAO = ∠OAC. Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
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Ðèñ. 4

Êîììåíòàðèé. Óêàçàíî, êàêîå ðàâåíñòâî óãëîâ ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ� 2 áàëëà.
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9.4. Ê ÷èñëó A, ñîñòîÿùåìó èç âîñüìè íåíóëåâûõ öèôð, ïðèáàâèëè ñåìèçíà÷íîå ÷èñëî, ñîñòîÿùåå

èç îäèíàêîâûõ öèôð, è ïîëó÷èëè âîñüìèçíà÷íîå ÷èñëî B. Îêàçàëîñü, ÷òî ÷èñëî B ìîæåò áûòü

ïîëó÷åíî èç ÷èñëà A ïåðåñòàíîâêîé íåêîòîðûõ öèôð. Íà êàêóþ öèôðó ìîæåò íà÷èíàòüñÿ ÷èñëî

A, åñëè ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà B ðàâíà 5?

Îòâåò. 5.

Ðåøåíèå. Òàê êàê ÷èñëà A è B èìåþò îäèíàêîâóþ ñóììó öèôð, òî èõ ðàçíîñòü äåëèòñÿ

íà 9. Ïîýòîìó ïðèáàâëåííîå ñåìèçíà÷íîå ÷èñëî èç îäèíàêîâûõ öèôð äåëèòñÿ íà 9. Çíà÷èò, îíî

ñîñòîèò èç äåâÿòîê. Òî åñòü ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ê ÷èñëó A ïðèáàâèëè 107 è âû÷ëè 1. Ýòî çíà÷èò,
÷òî ÷èñëî B ïîëó÷àåòñÿ èç ÷èñëà A óâåëè÷åíèåì ïåðâîé öèôðû íà 1 è óìåíüøåíèåì ïîñëåäíåé

öèôðû íà 1 (òàê êàê â A íåò íóëåé, à B âîñüìèçíà÷íî), à îñòàëüíûå öèôðû íå ìåíÿþòñÿ. Òàê êàê

÷èñëî B ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ÷èñëà A ïåðåñòàíîâêîé íåêîòîðûõ öèôð, òî ïîñëåäíÿÿ öèôðà

÷èñëà B ñîâïàäàåò ñ ïåðâîé öèôðîé ÷èñëà A (è íàîáîðîò). Ïîýòîìó ÷èñëî A ìîæåò íà÷èíàòüñÿ

òîëüêî íà öèôðó 5.

Êîììåíòàðèé. Äîêàçàíî, ÷òî ïðèáàâëÿåìîå ÷èñëî ñîñòîèò èç äåâÿòîê� 2 áàëëà.

Îòâåò ïîëó÷åí ðàññìîòðåíèåì ïðèìåðà � 1 áàëë.

9.5. Íà êëåò÷àòîé äîñêå 8×8 ðàçìåùåíû 8 êëåò÷àòûõ êîðàáëåé ðàçìåðà 1×3 òàê, ÷òî íè ó êàêèõ äâóõ
êëåòîê, çàíÿòûõ ðàçíûìè êîðàáëÿìè, íåò îáùèõ òî÷åê. Îäíèì âûñòðåëîì ðàçðåøàåòñÿ ïðîñòðå-

ëèòü öåëèêîì âñå 8 êëåòîê îäíîé ñòðîêè èëè îäíîãî ñòîëáöà. Êàêîãî ìèíèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà

âûñòðåëîâ õâàòèò, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî ðàíèòü õîòÿ áû îäèí êîðàáëü?
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Ðèñ. 5

Îòâåò. 2 âûñòðåëîâ.

Ðåøåíèå. Ñäåëàåì 2 âûñòðåëà òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 5. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî ìû íå ðàíèëè íè îäèí êîðàáëü. Òîãäà â îáëàñòè 1 êî-

ðàáëåé íåò. Â êàæäîé èç îáëàñòåé 2 è 3 ñòîèò íå áîëåå 1 êîðàáëÿ.

Çíà÷èò, â îáëàñòè 4 ñòîèò ïî êðàéíåé ìåðå 6 êîðàáëåé.

Îáëàñòü 4 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì 5×5. Òîãäà â ýòîé îáëàñòè êîðàá-
ëè, ðàñïîëîæåííûå ãîðèçîíòàëüíî, íå ìîãóò ëåæàòü â ñîñåäíèõ ñòðî-

êàõ, à êîðàáëè, ðàñïîëîæåííûå âåðòèêàëüíî, íå ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ

â ñîñåäíèõ ñòîëáöàõ. Ïîýòîìó â ýòîé îáëàñòè íàõîäèòñÿ 3 ¾âåðòè-

êàëüíûõ¿ è 3 ¾ãîðèçîíòàëüíûõ¿ êîðàáëÿ, ïðè÷åì îäèí èç íèõ ëåæèò

â öåíòðàëüíîé ñòðîêå, à äðóãîé � â öåíòðàëüíîì ñòîëáöå îáëàñòè. Íî òîãäà îáà ýòèõ êîðàáëÿ

ñîäåðæàò öåíòðàëüíóþ êëåòêó îáëàñòè. Ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, ïî êðàéíåé ìåðå îäèí êîðàáëü

ðàíåí.

Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ñäåëàí òîëüêî îäèí âûñòðåë, òî ìîæíî íå ðàíèòü íè îäèí êîðàáëü. Ïóñòü

âûñòðåë áûë ñäåëàí â êàêóþ-òî ñòðîêó. Çàìåòèì, ÷òî â îäíîé ñòðîêå ìîæíî ðàçìåñòèòü äâà

êîðàáëÿ. Òîãäà åñëè âûñòðåë ñäåëàí â ñòðîêó ñ íå÷�åòíûì íîìåðîì, ïî äâà êîðàáëÿ ìîãëè ñòîÿòü

â ñòðîêàõ ñ íîìåðàìè 2, 4, 6 è 8. Åñëè æå âûñòðåë ñäåëàí â ñòðîêó ñ ÷�åòíûì íîìåðîì, ïî äâà

êîðàáëÿ ìîãëè ñòîÿòü â ñòðîêàõ ñ íîìåðàìè 1, 3, 5 è 7.

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â îáëàñòè 4 íåëüçÿ ðàññòàâèòü äàæå 5 êîðàáëåé.

Êîììåíòàðèé. Ïîêàçàíî òîëüêî, êàê çà 2 âûñòðåëà ðàíèòü êîðàáëü � 4 áàëëà.

Äîêàçàíî òîëüêî, ÷òî 1 âûñòðåëà ìîæåò íå õâàòèòü � 2 áàëëà.

Ïðèâåä�åí ïðàâèëüíûé ïðèìåð äâóõ âûñòðåëîâ, íî íå îáúÿñíåíî, ïî÷åìó áóäåò ðàíåí õîòÿ áû

îäèí êîðàáëü � 1 áàëë (âìåñòî 4 áàëëîâ ïî ïåðâîìó êðèòåðèþ).
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