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10 êëàññ

1. 50 ó÷åíèö ñ ïÿòîãî ïî äåâÿòûé êëàññ îïóáëèêîâàëè â Èíñòàãðàììå ñóììàðíî 60 ôî-
òîãðàôèé, êàæäàÿ íå ìåíüøå îäíîé. Âñå ó÷åíèöû îäíîãî êëàññà (îäíîé ïàðàëëåëè)
îïóáëèêîâàëè ðàâíîå ÷èñëî ôîòîãðàôèé, à ó÷åíèöû ðàçíûõ êëàññîâ (ðàçíûõ ïàðàë-
ëåëåé) � ðàçíîå. Ñêîëüêî ó÷åíèö îïóáëèêîâàëè ïî îäíîé ôîòîãðàôèè?
Ðåøåíèå. Ïóñòü ñíà÷àëà êàæäàÿ èç ó÷åíèö îïóáëèêóåò ïî îäíîé ôîòîãðàôèè, ïðè
ýòîì áóäåò îïóáëèêîâàíî 50 ôîòîãðàôèé èç 60. Îñòàåòñÿ îïóáëèêîâàòü 10 ôîòîãðà-
ôèé, íàçîâåì èõ äîïîëíèòåëüíûìè. Âñåãî ó íàñ ïÿòü ðàçíûõ êëàññîâ (ïàðàëëåëåé),
è ýòè 10 ôîòîãðàôèé äîëæíû áûòü îïóáëèêîâàíû ðàçíûìè ó÷åíèöàìè ðàçíûõ êëàñ-
ñîâ, ïðè÷åì â ðàçíûõ êîëè÷åñòâàõ. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî 1+2+3+4 = 10, ò.å. îäíó
äîïîëíèòåëüíóþ ôîòîãðàôèþ ìîæåò îïóáëèêîâàòü òîëüêî îäíà ó÷åíèöà êàêîãî-òî
êëàññà, äâå äîïîëíèòåëüíûõ � äðóãàÿ, èç äðóãîãî êëàññà, è òàê äàëåå, âñåãî ÷åòû-
ðå ó÷åíèöû ÷åòûðåõ ðàçíûõ êëàññîâ. Ïîýòîìó ïî îäíîé ôîòîãðàôèè îïóáëèêîâàëè
46 ó÷åíèö èç êàêîãî-òî êëàññà (ïàðàëëåëè), à ÷åòûðå ó÷åíèöû åùå ÷åòûðåõ êëàññîâ
îïóáëèêîâàëè îñòàâøèåñÿ 14 ôîòîãðàôèé, îäíà � äâå, îäíà � òðè, îäíà � ÷åòûðå,
îäíà � ïÿòü.
Îòâåò. 46 ó÷åíèö îïóáëèêîâàëè ïî îäíîé ôîòîãðàôèè.

2. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

22 + 42 + 62 + . . .+ 20182 + 20202 − 12 − 32 − 52 − . . .− 20172 − 20192

Ðåøåíèå.

20202 − 20192 + 20182 − 20172 + . . .+ 62 − 52 + 42 − 32 + 22 − 12 =
= (2020− 2019)(2020 + 2019) + (2018− 2017)(2018 + 2017) + . . .+
+(6− 5)(6 + 5) + (4− 3)(4 + 3) + (2− 1)(2 + 1) =
= 2020 + 2019 + 2018 + 2017 + . . .+ 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 =

=
2020 + 1

2
· 2020 = 2041210

Îòâåò. 2041210.

3. a è b � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, è a+ b = 2. Äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

1

a2 + 1
+

1

b2 + 1
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Ðåøåíèå. Íàïèøåì äâà ðàâåíñòâà.

1
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=

a2 + 1− a2

a2 + 1
= 1− a2

a2 + 1

Àíàëîãè÷íî
1

b2 + 1
= 1− b2

b2 + 1

Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî â ðàâíîñèëüíîé ôîðìå.
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Äîêàæåì ýòî íåðàâåíñòâî. Èñïîëüçóåì èçâåñòíîå íåðàâåíñòâî a+
1
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≥ 2.
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Ñëîæèì ýòè íåðàâåíñòâà
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= 1

Çäåñü ó÷òåíî a + b = 2, ïîýòîìó ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíà 1. Äîêàçàííîå íåðàâåíñòâî
ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó â óñëîâèè çàäà÷è.

4. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ñòîðîíà AB ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì îêðóæíîñòè,
êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò áîêîâûå ñòîðîíû AC è BC â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Êà-
ñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííûå â òî÷êàõ P è Q, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F .
Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå CF è AB ïåðïåíäèêóëÿðíû.

Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì îòðåçêè AQ è BP . Îíè ÿâëÿþòñÿ âûñîòàìè òðåóãîëüíèêà ABC,
ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî AB � äèàìåòð. Ïóñòü ýòè âûñîòû ïåðå-
ñåêàþòñÿ â òî÷êå H. Äîêàæåì, ÷òî ïðÿìàÿ CF ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó H, òîãäà îíà
áóäåò ñîäåðæàòü âûñîòó òðåóãîëüíèêà è îêàæåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîé AB. Îáîçíà÷èì
óãëû ∠BAQ = α,∠ABP = β. Ïî èçâåñòíîé òåîðåìå, óãîë ìåæäó õîðäîé è êàñàòåëü-
íîé ðàâåí âïèñàííîìó óãëó, îïèðàþùåìóñÿ íà ýòó õîðäó. Ïîýòîìó òàêæå âûïîëíÿ-
þòñÿ ðàâåíñòâà ∠CQF = α,∠CPF = β. Äàëåå, ∠AHB = 180◦ − α − β = ∠PHQ.
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∠FPH = 90◦−β, ∠FQH = 90◦−α. Ìîæåì âû÷èñëèòü âåëè÷èíó óãëà PFQ. ∠PFQ =
360◦−∠FPH−∠FQH−∠PHQ = 2(α+β). Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî óãëû òðåóãîëüíèêà
ABC âûðàæàþòñÿ ÷åðåç α è β. ∠CAB = 90◦ − β, ∠CBA = 90◦ − α, ∠ACB = α + β.
Îòðåçêè êàñàòåëüíûõ FP è FQ ðàâíû ìåæäó ñîáîé, ìîæíî ïîñòðîèòü îêðóæíîñòü ñ
öåíòðîì â òî÷êå F è ðàäèóñîì FP = FQ. Öåíòðàëüíûé óãîë ∠PFQ â äâà ðàçà áîëü-
øå óãëà ∠PCQ, ïîýòîìó òî÷êà C ëåæèò íà ýòîé æå ïîñòðîåííîé îêðóæíîñòè. Ìû
ïîëó÷èëè, ÷òî FP = FQ = FC, ïîýòîìó ∠FCQ = α. Â òðåóãîëüíèêå ABC âûñîòà,
ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû C, ñîñòàâëÿåò óãîë α ñî ñòîðîíîé CB (ýòî èçâåñòíûé ôàêò,
âûòåêàþùèé èç ïîäîáèÿ äâóõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñ îáùåé âåðøèíîé B).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìàÿ CF ñîäåðæèò âûñîòó òðåóãîëüíèêà.

5. Äàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà 1, 2, 3 . . . , 10, 11, 12. Ðàçäåëèòå èõ íà äâå ãðóïïû òàê, ÷òî-
áû ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ ÷èñåë ïåðâîé ãðóïïû íà ïðîèçâåäåíèå âñåõ
÷èñåë âòîðîé ãðóïïû áûëî áû öåëûì ÷èñëîì, è ïðèíèìàëî íàèìåíüøåå âîçìîæíîå
çíà÷åíèå. ×åìó ðàâíî ýòî ÷àñòíîå?
Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì äàííûå íàì ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè è íàéäåì èõ ïðîèçâå-
äåíèå.

1 · 2 · 3 · 4 · . . . · 10 · 11 · 12 = 210 · 35 · 52 · 7 · 11

Ìíîæèòåëè 7 è 11 íå èìåþò ïàðû. Îäèí èç ìíîæèòåëåé 3 íå èìååò ïàðû. Ïîýòîìó,
÷òîáû ÷àñòíîå áûëî öåëûì, ýòè ïðîñòûå ìíîæèòåëè, íå èìåþùèå ïàð, íåîáõîäèìî
ïîñòàâèòü â ÷èñëèòåëü. ×àñòíîå íå ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ ìåíüøå, ÷åì äàþò ýòè òðè
íåñîêðàòèìûõ ìíîæèòåëÿ. Îñòàëüíûå òðîéêè, ïÿòåðêè è äâîéêè íóæíî ðàññòàâèòü
ïîïàðíî â ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü òàê, ÷òîáû ïàðû ñîêðàòèëèñü. Îäèí èç ñïîñîáîâ
íàïèñàí íèæå.

7 · 11 · 1 · 2 · 3 · 8 · 9 · 10
4 · 5 · 6 · 12

= 231

Îòâåò. 231.
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